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ВВЕДЕНИЕ 
Электронный Учебно-методический комплекс дисциплины (ЭУМКД) математика 

«Введение в математический анализ» содержит: 
- программу, цели и задачи курса; 
- конспект лекций по основным темам; 
- руководство к самостоятельному изучению тем курса; 
- задания для контрольных работ; 
- экзаменационные вопросы; 
- варианты контрольных заданий; 
- список используемой литературы. 
Программа и содержание курса лекций определено государственным образовательным 

стандартом 2009 года. 
В ЭУМКД представлены основные разделы дисциплины «Математика», необходимые 

для успешного изучения дисциплины, теории вероятности и математической статистики, а 
также общетеоретических и специальных дисциплин в области химико-металлургического 
производства. 

Знания, полученные студентами, необходимы для усвоения общетеоретических и 
специальных дисциплин в области химико-металлургического производства. 

Содержание ЭУМКД посвящено двум большим разделам высшей математики - 
"Дифференциальному исчислению" и "Интегральному исчислению". Приводятся основные 
сведения из теории пределов, дифференциального исчисления функции одной и нескольких 
переменных, интегрального исчисления, разбираются подробно методы решения 
дифференциальных уравнений и их систем. 

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов первого курса химико-
металлургического факультета.  

Пособие написано на основе курса лекций, который авторы читают в первом и втором 
семестре, оно рассчитано как для самостоятельной работы студентов, так и для обучения в 
аудитории. 

Задачи контрольных заданий необходимо выполнить перед сдачей экзамена. Данный 
электронный учебно-методический комплекс содержит контрольные работы, которые 
необходимо выполнить, чтобы получить допуск к экзамену. В данном пособии приведены 
решения типовых задач контрольных работ. Защита контрольных работ осуществляется в 
письменной форме или в виде собеседования (по решению преподавателя) во время семестра 
и перед экзаменационной сессией. 
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1. ПРОГРАММА, ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ, СФЕРА 
ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ  

 
Цель дисциплины состоит в получении студентами прочных теоретических знаний и 

твердых практических навыков в области математики. Такая подготовка необходима для 
успешного усвоения многих специальных дисциплин. Внедрение электронных 
вычислительных машин, персональных компьютеров привело к широкой “математизации” 
наук. Исследование многих процессов в промышленной технологии, металлургии связано с 
разработкой соответствующих математических моделей, для успешного овладения которыми 
будущий специалист должен получить достаточно серьёзную математическую подготовку. 

Задачей дисциплины является изучение и усвоение современных математических 
методов, которые составят основу математических знаний студента и  позволят будущему 
специалисту решать в своей повседневной деятельности актуальные практические задачи, 
понимать полученные на современном научном уровне результаты других исследований и 
тем самым совершенствовать свои профессиональные навыки и компетенции.   

Данный курс базируется на школьном курсе математики. Он обеспечивает все 
математические курсы, в частности, такие как  «Теория вероятностей», «Математическая 
статистика», «Физическая химия» и другие. 

 
1.1. Программа «Введение в математический анализ» 

 
Общая трудоемкость дисциплины составляет 9 зачетных единиц - 324 часа. 
 
Таблица 1 

Программа дисциплины 
 

Раздел  
дисциплины 

С
ем

ес
тр

 

Виды учебной работы, включая  
самостоятельную работу студентов и 

трудоемкость (в часах)* 

Формы текущего 
контроля 

успеваемости (по 
неделям семестра). 

Форма 
промежуточной 
аттестации (по 

семестрам) 

ле
кц

ии
 

ла
бо

ра
т.

 
за

ня
ти

я 

пр
ак

ти
ч.

 
за

ня
ти

я 

са
мо

ст
. 

ра
б.

 

и 
т.

д.
 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1. Введение в анализ 1 14  8/4   
И 

(инте
ракти
вное 
занят
ие) 

18  КР**(контрольная 
работа) 

2. Дифференциально
е исчисление 
функции одной 
переменной 

1 20  18/4 
И 

18  КР**, ТР*(типовой 
расчет) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

3. Дифференциально
е исчисление 

1 20  10/4 
И 

18  КР**, ТР* 
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функции 
нескольких 
переменных 

                           Итого: 54  36/12
И 

54  зачет 

4. Интегральное 
исчисление 
функции одной 
переменной 

2 10  14/4 
И 

14  КР**, ТР* 

5. Интегральное 
исчисление 
функции 
нескольких 
переменных 

2 8  12/4 
И 

12  КР**, ТР* 

6. Дифференциальны
е уравнения и 
системы 

2 12  20/4 
И 

20  КР**, ТР* 

7. Численные 
методы 

2 6  8/4 
 И 

8  ТР* 

                       Итого: 
 

36  54/16
И 

54  экзамен 

                       Всего: 
 

90  90/28 
И 

108  экзамен 
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2. КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 
 

2.1. Аксиоматика вещественных чисел 
 

2.1.1. Алгебраические свойства вещественных чисел 
  
a. На множестве вещественных чисел определена операция сложения, 

удовлетворяющая следующим аксиомам: 
a.1. RbaRba Î+Î" ,,  
a.2. abba +=+  
a.3. ( ) ( ) cbacba ++=++  
a.4. aaRa =+Î"$ 0,:0  
a.5. ( ) ( ) 0: =-+Î"-$ aaRaa  
b. Операция умножения: 
b.1. RbaRba Î×Î" ,  
b.2. abba ×=×  
b.3. ( ) ( ) cbacba ××=××  
b.4. 00:0 =×Î"$ aRa  

b.5. ( ) 1,11:1 1 =×=×Î"$ -aaaaRaa  

c. Дистрибутивность. Распределительный закон. 
c.1. ( ) abacbca +=+  
Множество, элементы которого удовлетворяют a, b, c – числовое поле. 
Примеры: множество вещественных и рациональных чисел. 
 
2.1.2. Отношение порядка 
 

1. На множестве вещественных чисел вводится отношение порядка ( )£ , т.е. 
( ) ( ) ( )bababa <È=Û£ , которое удовлетворяет следующим аксиомам: 

2. ba," выполняется )()( abba ³È£  
aa £  

3. ( ) ( ) ( )baabba =Û£Ç£  
4. ( ) ( ) ( )cacbba £Þ£Ç£  
5. ( ) cbcabaRc +£+Þ£Î"  
6. ( ) ( ) 000 ³Þ³Ç³ abba  

Из этих аксиом следует, что для любого а и b RÎ , выполняются три случая: 
a <b 
(a =b) 
b<a 

7. Множество, на котором вводится отношение порядка, удовлетворяющее аксиомам 1-6, 
называется линейной упорядоченностью. И множество вещественных чисел, и множество 
рациональных чисел – линейно упорядоченное поле. 

 
2.1.3. Аксиома непрерывности вещественных чисел 

 
Пусть ( ) ( )RYRX ÌÇÌ , причем Xx Î"  и Yy Î" : yx £ , тогда ycxRc ££Î$ :  
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Множеством вещественных чисел называется линейно упорядоченное непрерывное 
числовое поле. 

Замечание: Аксиома непрерывности гарантирует, что каждому вещественному числу 
соответствует единственный тип числовой прямой и, наоборот, каждой числовой прямой 
соответствует единственное вещественное число. 

Свойство числового множества (следует из свойства упорядоченности). 

Множество RX Î  - ограничено сверху, если MxXxRM £Î"Î$ ,: . 

Число M – верхняя граница множества X. 

Любое число MM >1 - точка верхней границы, т.к. 1MxMx £Þ£   

Итак, верхних границ бесконечно много. 
Наименьшая из всех верхних границ – верхняя грань множества Х (sup X) 

( ) ( ) ( )ee ->Î$>"Ç£Î"Û= axXxaxXxXa 11 ,0:sup  

Множество RX Î  - ограничено снизу, если BxXxRB ³Î"Î$ ,: . 

Число В – верхняя граница множества X. 

Любое число BB >1 - точка нижней границы, т.к. 1BxBx ³Þ³   

Наибольшая из всех нижних границ – нижняя грань множества Х (inf X). 

( ) ( ) ( )ee +£Î$>"Ç³Î"Û= axXxaxXxXa 11 ,;0:inf . 

Множество RX Î  называется ограниченным, если оно ограничено и снизу и сверху. 
bxaXxRbaRX ££Î"Î$Ì ,:,  

Теорема: Любое непустое, ограниченное сверху (снизу) множество, имеет верхнюю 
(нижнюю) грань. 

 

2.1.4. Понятие абсолютной величины вещественного числа 
На упорядоченном числовом множестве введем понятие модуля (абсолютной 

величины) вещественного числа: 

 
 

Свойства: 

1. 0||, ³" xx  
2. ||, xxx £"  
3. |||| xxx ££-  
4. |||||| yxyx ×=×  

5. 
y
x

y
x
=  

6. yxyx -£+  

 

0,|| <-= aaa

;0,|| ³= aaa
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7. yxyx -³-  

 
Решение простейших неравенств с модулем. 

Эквивалентность неравенств: 

1. axa
ax

axax ££-Û
î
í
ì

-³
£

Û£  

2. êë
é

-£
³

Û³
ax

axax  

геометрический смысл: 

1. [ ]aaxaxaax ;-ÎÛ££-Û£  

( )aaxaxaax ;-ÎÛ<<-Û<  

2. ( ] [ )+¥È-¥-ÎÛ³ ;; aaxax  

( ) ( )+¥È-¥-ÎÛ> ;; aaxax  

3. [ ]axaxxaxxaxaxxaaxx +-ÎÛ+££-Û£-£-Û£- 000000 ;  
 

2.1.5. Понятие e окрестности в точке х0  
 
e окрестности в точке х0 (Ue (x0)) – симметричный интервал радиуса e с центром в точке 

х0 
( ) { }eee +<<-= 000 xxxxxU . 

Проколотой e окрестности в точке х0 называется e окрестности этой точки без самой х0 

( ) { }ee <-<= 00

0
0 xxxxU . 

 

Множество RX Î  -  называется открытым,  если для любой точки этого множества 
найдется такая ( )0xU =e , которая целиком содержится в этом множестве. 

( ) ( )( )XxUXxоткрытоеX Ì$Î"Û- 0, e , точки, обладающие этими свойствами, 
называются внутренними точками. 

(a,b) – открытое множество: 
Точка x Î X B любой окружности содержит – граничной точки множества X. 

Точки a и  b – граничные [a;b] или (a;b). Граничные точки могут и принадлежать, и не 
принадлежать множеству отрицательных чисел. Множество своих границ не содержит. 

Точка x называется предельной точкой X, если любое e - окружности содержит хотя 
бы l  точек X. 

 (x-предельная для X) Û ("  U e (x)  ($  x, Î x) l (x, Î U b (x) ) 

т оч ки  a , b  я в ля ют ся  пр еде ль ны ми  ка к дл я  о т р ез ка ,  т ак  и  дл я  и н те рв ал а  
(  [ a ;b]  и  ( a ;b)  )  
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  a,b Î отрезку x 

  a,b Ï X. 

 Точка изолирована – если найдётся e
0

U (x), которая XÏ . 

Совокупность предельных и изолированных точек – называется точками 
соприкосновения множества X. 

Множество X замкнутое, если оно содержит все свои точки прикосновения. Замкнутым 
множеством является сегмент [a;b]. Открытость и замкнутость – не альтернативные понятия. 
Существуют множества, не являющиеся ни открытыми, ни замкнутыми. 

Например, [a;b) или (a;b]. 

Или одновременно открытые и замкнутые (Æ). 

  
2.1.6. Принципы существования предельной точки (Вейерштрасс)  
 
Всякое ограниченное бесконечное множество определяет хотя бы одну предельную 

точку.  Для неограниченных бесконечных множеств это утверждение неверно. (Множество 
целых чисел предельных точек не имеет, так как состоит их одних изолированных точек). 

Для распространения принципа Вейерштрасса на неограниченное множество вводятся 
новые объекты: бесконечность, - ¥¥, , которые числами не являются. Вводятся правила 
действия над ними. 

0,

)(

¹-¥=¥-
+¥=¥+
¥=¥×¥

+¥=+¥+¥+

AA
A

 

Бессмысленно, неопределенно: ;1);0();( ¥¥×
¥
¥

. 
 

2.2. Понятие функции 
 
Функция –  закон,  по которому элементу  XxÎ  ставится  )( xfy =  в соответствие 

единичный элемент Yy Î . 
 Область  определения  функции   ).][()( fDXfD -  
 Область значения функции   e (f) – E[f]  C Y, такое, что $EÎ" ][ fy  
     ).(:][ xfyfDx =Î  
Замечание 1: в определении не требуется, чтобы каждый элемент X имел прообраз в Y. 
При этом говорят, что функция )( xfy = отображает множество X во множество Y. 

Всегда )( xfy = отображает множество X на множестве E. 
Не требуется, чтобы элементы E имели единственный прообраз во множестве X. 

XfD =][ . 

Отображение, осуществляемое функцией )( xfy = , называется взаимно однозначным 
отображением множества X на Y , если каждый элемент Y имеет единственный прообраз 
множества X.  YyXx ÎÎ ~ . 

Две функции равны, если: 
21 )()( fDfD = . Совпадают законы соответствия. 
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Пример:  1) Равны ли функции 2xy = и 2)( xy = . 

 Нет, так как:                   );0[][][ +¥=¹= yDRyD . 
 

2) RyD
xy

=
=

][
cos

     и       
î
í
ì

=
=

].;0[][
cos

pyD
xy

 

     Не равны. 
Две функции совпадают на множестве X1, с вкл. в пересечение областей определения 

функций ][][ 21 fDfD Ç , если для любой )(, 11 xfXx Î  совпадает с )(2 xf . 
 
              ).()( 21 fDfD  

Пример: 11 -++= xxy  и exy =  совпадают на множестве );
3
11[1 +¥=x  

Самостоятельно выписать определения чётных, нечётных, периодических функций; их 
свойства и свойства симметрии графиков. 

 
2.2.1. Общие свойства функций  
 
1) Ограниченность. 
Сводится к ограниченности множества значений. 
    Функция ограничена, существует )(0 xfy =>M , что для ][ fDx Î" .)(: Mxf <  

)2______( <Î"= xRxxy - огранич. 

x
y 1( = - неогранич.;   M

x
M >>" 1,0  при ][1 fD

M
x Î< . 

2) Монотонность. 
Функция )( xfy = называется возрастающей на промежутке X, если для любого Î21, xx

промежутку; ).()( 2121 xfxfxx >Þ> Убывающей, если ).()( 2121 xfxFxx <Þ>  
Замечание: если неравенства нестрогие, то говорят о неубывании в 1 случае и 

невозрастании (либо неизм., убыв.) во 2 случае. 
Невозрастающие и неубывающие функции – монотонные. При строгом неравенстве 

строго монотонные. 

Пример: ).;0()0;(][;1
+¥È-¥== fD

x
y  

 Докажем, что она убывающая на любом промежутке. 
Например: ).;0( +¥  
Пусть 12221 .0);;0( ffxxx ->+¥Î>  

 .1)(;1)(
2

2

1

1

x
xf

x
xf ==  

).()(0.11)()( 2112

21

12

21

21 xfxfxx
xx
xx

xx
xfxf <Þ<-

-
=-=-=D  

 
2.2.2. Понятие сложной функции, (композиции функции)  
 
Пусть даны отображения )( xfy =  и )( xy j= , такие, что пересечения ][ 1fE и ][ 2jD  - 

непустое множество ¹ÇÇ ][][ jDfE Æ. 



12 
 

Тогда вводится новое отображение, ][ fD , которое включает )( fD  новой функции 
( )gj    ][][ fDD Ìgj    ][][ jgj DE Ì  и закон соответствия получается по формуле: 

)]([ xfy j= - отображающая сложная функция (композиция). 

Пример:  

].1;0(функций
);0([ln]

]1;1[)(cos
).ln(cos

cos
ln

=ÇÞ
+¥=
-=

=
=
=

D
xE

xy
xy

xy

 

]0;()][ln(cos

k)2
2

k;2
2

()][ln(cos

)(cos

-¥=

+++-=

=

xE

xD

RxD

pppp  

RE =(ln)  
 
2.2.3. Обратная функция  
 
При взаимном и однозначном отображении X на Y с помощью функции )( xfy =  эти 

множества симметричны относительно этого отображения, т.е. наряду с функцией )( xfy =  

существует обратная функция YfEXfLcyyx === - )(;)()(1 . 

)(yfx -= называется обратной взаимно и однозначно функции )( xfy = , если каждому 
элементу Yy Î ставят в соотв. Xx Î  так, что )( xfy = . 

Замечание:   y взаимнообратных функций D(f) и E(f) меняются местами. 
Замечание: если для обратных функций сделать замену переменных ),( xyyx ÎÎ , 

чтобы ),()( 11 xfyyfx -- =®=  то графики функций )( xfy =  и )(1 xfy -=  будут 
симметричны относительно биссектрис 1 и 3 квадратов координатной плоскости. 

 
Пример: ;xay =  обратная функция – ax ylog=  

RaD =)(    
RE

yD a

=
+¥=

(log)
);0()(log

 

 
 

1>a  
 

Рис. 1  
График ;xay = . 

 
2.3. Элементы теории пределов 

 
2.3.1. Определение предела в терминах окрестностей  
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Число А называется пределом )( xfy =  при ax ® , и обозначается Axfax =® )(lim , 
если для любой e-окрестности числа А найдется проколотая окрестность, такая, что для всех 
х из этой окрестности значения )( xfy =  будут принадлежать e-окрестности числа А. 

))(()()(:)(lim AUxfUxaUAUAxf
oo

ax e
dd

e ÎÞÎ"$"=®  

Конечный предел функции (А - вещественное число). 

{ }ee <-= AxfxfAU )(:)()(  

Число А - конечный предел функции в точке а, если 

úû

ù
êë

é <-ÞÎÎ">$>"=® ede d

o

ax AxfaUxDxAxf )()(00:)(lim  

Общие свойства конечного предела. 

1. Если )( xfy =  - const, то ее предел существует и равен этой же const. 
 cxf =)( , то ccax =®lim . 

2. Если конечный предел существует, то он единственный 

 21
2

1

)(lim
)(lim

AA
Axf
Axf

ax

ax =Þ
þ
ý
ü

=
=

®

®  

3. Для f(x), имеющей конечный предел в точке а, существует такая проколотая 
окрестность этой точки, в которой функция ограничена. 

0

)()(00lim MxfaUxMAax <ÞÎ">$>$Þ=® dd . 

4. Если функция имеет в точке а конечный предел, неравный нулю, то найдется 

такая 
0

U  в точке а, в которой )(
1

xf - ограниченная. 

M
xf

Mb
xf

aaUxba
A

Axfax <>$Þ<<ÞÎ"$$>$Þ
þ
ý
ü

¹
=®

)(
10

)(
1)(,,0

0
)(lim 0

dd  

5. Если f(x) имеет в точке а отрицательный конечный предел, то найдется такое 
значение этой точки, в котором функция - отрицательная. 

M
xf

Mb
xf

aaUxba
A

xfax <>$Þ<<ÞÎ"$$>$Þ
þ
ý
ü

<
®

)(
10

)(
1)(,,0

0
)(lim 0

dd . 

 

2.3.2. Бесконечно малые функции и их свойства 
 

Определение: )( xfy = - бесконечно малая при ax ® , если 0)(lim =
®

xf
ax

.  

ú
û

ù
ê
ë

é
<ÞÎÌ">$>" U

0

)()(00
d

ede xfaxDx  

Свойства: 
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Пусть )( xfy =  и )(xy j=  являются бесконечно малыми при ax ® , а )(xgy = - 
ограничена, то бесконечно малыми является алгебраическая сумма функций f(x) и j(x), 
произведения их и произведения функций на ограниченную функцию. 

малыебеск
xgxf
xxf
xxf

.
)()(
)()(
)()(
Þ

ï
þ

ï
ý

ü

×
×
±
j
j

 

Þ

<Î">$Þ-

ú
û

ù
ê
ë

é
><ÞÎÎ">$>"Þ-

MxgDxMогрxg

Mгде
M

xfaxDxчтомбxf

)(0.)(

0,)()(,00..)(
0

U
d

ede
 

ú
û

ù
ê
ë

é
×ÞÎÎ">$>"Þ U

0

)()()(00
d

dd xgxfaxDx
.
 

Представление функции, имеющей конечный предел. 

Теорема: Для того чтобы функция )( xfy =  имела конечный предел А в точке х=а, 
необходимо и достаточно, чтобы )( xfy = =А+a(х), где a(х)- бесконечно малая при ax ® . 

( ) ( )0)(lim),()()(lim =+=Û=$
®®

xгдеxAxfAxf
axax
aa  

Доказательство: 

( )
)0(lim)(

)()(00)(lim
0

=Û<Û

Ûú
û

ù
ê
ë

é
<-ÛÎÎ">$>"Û=$

®

®

xx

axfaxDxAxf

ax

ax

aea

ede
d
U

 

Алгебраические свойства функций, имеющих конечный предел в точке а. 

Пусть 
Bx

Axf

ax

ax

=$

=$

®

®

)(lim

)(lim

j
, тогда:  

1. Существует предел алгебраической суммы (разности) этих функций, равный 
алгебраической сумме (разности) этих пределов. 

( ) )(lim)(lim)()(lim xxfBAxxf
axaxax
jj

®®®
±=±=±$ . 

2. Существует предел произведения функций Þ произведение пределов 
( ) )(lim)(lim)()(lim xxfBAxxf

axaxax
jj

®®®
×=×=×$  

3. Если предел знаменателя неравен 0 и B неравно 0, то 

)(lim

)(lim

)(
)(lim

x

xf

B
A

x
xf

ax

ax

ax jj
®

®

®
==$  

Следствие: из 1 и 2 следует, что константы можно выносить за знак предела 

)(lim)(limlim)(lim xfcxfcxfc
axaxaxax ®®®®

×=×=×
.
 

 
2.3.3. Бесконечно большие и их свойства 



15 
 

 
Функция )( xfy =  называется бесконечно большой в точке а, если ее предел в этой 

точке равен бесконечности. 

( ) ¥==-
®

)(lim.)( xfбольшаябескxf
ax

 

Свойства: 

Пусть )( xfy =  и )(xgy = - бесконечно большие функции в точке а. 

Функция j(х) имеет предел в точке а, отличный от 0. Ф-ия a(х) и b(x) – бесконечно 
малые. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1. Произведение двух бесконечно больших функций – бесконечно большая 
функция. 

¥=
®

)()(lim xgxf
ax

 

2. Произведение бесконечно больших на функцию, имеющую отличный от нуля 
предел - бесконечно большая. 

 ¥=
®

)()(lim xxf
ax

j  

3. Функция, обратная величине бесконечно большой – есть бесконечно малая, и 
наоборот. 

¥=

=

®

®

)(
1lim

0
)(

1lim

x

xf

ax

ax

a

 

Доказательство: 

( )
Axg

AxgAxgaxDxAxg
ax

+<Þ

Þ<-Þ
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
<-ÞÎÎ>$Þ¹=

®

e

eede
d

)(

)()()(00)(lim
0

2
2

U  

 

ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=×>×

×=×ÞÎ

Î">>"Þ=
ee

deddd d

2
2)(

)()()()(
00),min(

0

21 A
A

xg

xfxgxfax
Dxи

U
 

 

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
>ÞÎÎ>$>"Þ¥=

® A
xfaxDxxf

ax

ede
d

2)()(,00)(lim
0

U
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( )

2
)()()()(

2
)()(

0
2

0)(lim),()(0)(lim

0

2

A
xgxAxAxg

A
xaxDx

A
xxAxgAxg

axax

>Þ-³+=Þ

Þ
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=ÞÎÎ

>$=Þ=+=Þ¹=
®®

aa

a

deaa

d
U  

 

Доказательство:

( )
Axg

AxgAxgaxDxAxg
ax

+<Þ

Þ<-Þ
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
<-ÞÎÎ>$Þ¹=

®

e

eede
d

)(

)()()(00)(lim
0

2
2

U

¥=Þ>Þ

Þ>Þ
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
<ÞÎÎ>$>"Þ=

®

®

)(
1lim

)(
1

)(
11)()(,000)(lim

0

1

xx

x
xaxDxx

ax

ax

a
e

a

e
ae

adea
d
U

 

 
2.3.4. Односторонние пределы в конечной точке и их связь с пределом в этой 

точке 
 

В определении предела окрестности точки а – симметричный интервал с центром в 
этой точке, т.е. требуется существование значений функций как справа от точки а,  так и 
слева от нее. 

Когда а – граничная точка D(f), - такая ситуация невозможна. В этом, случае вводится 
понятие одностороннего предела, в определении которого фигурирует левые и правые 
полуокрестности точки а 

 
d<-< ax0  

)(lim xfA
ax®

= - левосторонний предел, если Ì">$>" x:00 de в левой d 

полуокружности точки А, значения функции лежат в e-окрестности точки А.  
Аналогично дается определение правостороннего предела. 

[ ]edde <-Þ+<<Î>$>"=
+®

AxfaxaDxAxf
ax

)(00:)(lim  

Теорема: Для того, чтобы в точке а существовал предел функции, необходимо и 
достаточно существование и равенство левостороннего и правостороннего пределов 

Доказательство: 
1. Необходимость: 

Axf

Axf

Axfaxa

Axfaxa

Axf
ax

axa
DxAxf

ax

ax

ax

=$

=$
Þ

ïî

ï
í
ì

<-Þ<<-

<-Þ+<<
Þ

Þú
û

ù
ê
ë

é
<-Þ

î
í
ì

¹
+<<-

Î>$>"Þ=

-®

+®

®

)(lim

)(lim

)(

)(

)(00)(lim

ed

ed

e
dd

de
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2. Достаточность: 
[ ]
[ ]

AxfAxf
ax

axa

AxfaxaDx

AxfaxaDx
Axf

Axf

ax

ax

ax

=$Þ<-Þ
î
í
ì

=
+<<-

Þ

Þ
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

<-Þ<<-Î">$>"

<-Þ+<<Î">$>"
Þ

ïî

ï
í
ì

=

=

®

-®

+®

)(lim)(

)(00

)(00
)(lim

)(lim

e
dd

edde

edde

 

 
 
2.3.5. Числовые последовательности 
Соответствие каждому N числу единственного вещественного числа называется 

числовой последовательностью. 
Числовая последовательность – функция натурального аргумента. 
Обозначается: 

 { }
{ }n

nn

n

y
y

nfy
¥+
=

=

1

)(

 

Последовательность, множество значений которой состоит из одного числа – 
стационарная. 

Так как числовая последовательность – не симметричное множество, то для него не 
существует понятия четности, нечетности, периодичности. Зато сохраняются свойства, 
связанные с упорядоченностью. 

  Свойства: 
1) Ограниченность. 
a) последовательность ограничена сверху, если CxCn n £$" :  

b) последовательность { }-nx ограничена снизу, если CxCn n ³$" :  

c) последовательность { }-nx ограничена, если 
bxanba

CxnC

n

n

££"<$

£">$ 0
 

2) Монотонность. 
a) последовательность возрастает, если nm xxnm >Þ>"  

b) последовательность убывает, если nm xxnm <Þ<"  

c) последовательность не убывает, если nm xxnm ³Þ>"  

d) последовательность не возрастает, если nm xxnm £Þ>"  
 
Для числовой последовательности существует ¥®® nlim  

[ ]ee <-Þ>"Î$>"==
+¥®

AymnNMAy nnn
0:lim  

Замечания: 
1. А может быть конечным или бесконечным. 
Если последовательность имеет конечный предел, то она называется сходящейся, а 

если нет – расходящейся. 
2. Общие свойства сходящихся последовательностей аналогичны свойствам 

функций, имеющих конечный предел. 
3. Арифметические свойства сходящихся последовательностей аналогичны 

свойствам функций, имеющим конечный предел. 
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4. Переход к пределам в неравенствах для сходящихся последовательностей 
аналогичен функциям, имеющим конечный предел. 

5. Определение бесконечно малых и бесконечно больших последовательностей и 
их свойства аналогичны соответствующим определениям и свойствам функции 
непрерывного аргумента. 

 
Для последовательности существуют пределы, удовлетворяющие следующим критериям: 

1. Критерий Коши (произведения последовательностей). 
Для существования предела последовательностей необходимо и достаточно, 

чтобы для любой.............. e<->" )()(, mxnxMmn  

[ ]ee <-Þ>"Î$>" )()(,0 mxnxMnmNM  
Последовательность, для которой выполняется признак Коши – фундаментальная. 
2. Критерий Вейерштрасса (монотонность последовательности). 
а) неубывающие последовательности, ограниченные сверху, имеют предел. 

X
CXnC
XXnm

n
n

mn

¥®
$Þ

þ
ý
ü

£"$
³>"

lim  

б) не возрастающие последовательности, ограниченные снизу, имеют предел. 
Доказательство: 

{ }

[ ] nnnn

nn

n

mn

mnn

fXSupSXSXSMnNM
SXSXn
SXMn

XXmn
SXMmMnNMXSupSCXnC

==$Þ+<<->Î$>"
+>Þ£"
->Þ>"Þ

Þ
þ
ý
ü

³>"
->=>Î$Þ=$Þ£"$

¥®
lim0

,
,,

eee
e
e

e

 

Переход к пределу в неравенстве. 
Теорема: Пусть f(х) и j(х) имеют конечные пределы в точке y=a, тогда справедливо: 
1. 

axax
xfxxfx

®®
³Þ> )(lim)(lim)()( jj  

2. 
axax

xfxxfx
®®

³Þ³ )(lim)(lim)()( jj  

3. AxAx
ax

³Þ>
®

)(lim)( jj  

4. AxAx
ax

³Þ³
®

)(lim)( jj  

Доказательство: 
1. Пусть 

axax
xfx

®®
< )(lim)(limj , тогда по общему свойству  

)()(0)()(:)(0))()((lim xfxxfxaxfx
ax

<Þ<-$"Þ<-
®

jjj
d
U , 

а это противоречит 1.  
Замечание: 
1. Из утверждения 3 следует, что предел неотрицательной функции является 

неотрицательным. 
Теорема (о двух милиционерах): пусть в некоторой области Д выполняется система 

неравенств )()()( xxfx Y££j  и а – предел точки. 
Пусть существуют равные пределы Cxx

axax
=Y=

®®
)(lim)(limj , 
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тогда существует Cxf
ax

=
®

)(lim . 

Доказательство: 

eje

ejdej
d

+<<-Þ

Þ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
<-ÞÎÎ">$>"=$

®

CxC

CxaxDxтоCx
ax

)(

)()(00,)(lim
0

1
1

U  

 

ee

ede
d

+<Y<-Þ

Þ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
<-YÞÎÎ">$>"=Y$

®

CxC

CxaxDxтоCx
ax

)(

)()(00,)(lim
0

2
2

U  

 
Первый замечательный предел 
 

1sinlim =
® x

x
ax

 

Доказательство: докажем для  
2
p

<x  справедливо неравенство 1sincos <<
x

xx  

В силу четности входящих в неравенство функций докажем это 

неравенство на промежутке
2

0 p
<< x .  

Из рисунка видно, что площадь кругового сектора 
oCMoCMab SSS <<0  

 
Рис. 2 Площадь 
кругового сектора  
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Покажем, что 0sinlim
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Докажем, что 1coslim 2
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2. Последнее утверждение: 
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Бесконечные пределы функции. 
 
Если в общем определении предела через окрестности предположить в качестве А 

бесконечно удаленную точку, то получим определение бесконечного предела. 
Так как различают три вида бесконечно удаленных точек, то существуют три 

определения: 
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2.4. Понятие непрерывности функции 
 
Непрерывность – такое свойство функции, как отсутствие точек разрыва у графиков 

этой функции, т.е. строится единственной непрерывной линией. 
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Рис. 3 График непрерывной функции.      Рис.4 График разрывной функции.                     
1. Функция )( xfy =  называется непрерывной в точке х0 , если предел 

)( xfy =  в данной точке совпадает со значением функции в этой же точке )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
®

. 

2. Разность ( )0xxx -=D -приращение аргумента в точке х0. 

3. Разность ( ))()()()( 000 xfxxfxfxfy -D+=-=D  - приращение функции в 
точке x0 вызывает приращение аргумента xD . 

4. Функция )( xfy =  называется непрерывной в точке х0 , если бесконечно 
малому аргументу соответствует бесконечно малое значение функции в точке х0 .   

 
2.4.1. Общие свойства функции, непрерывной в точке 

 
Представим функцию с помощью бесконечно малых 

1. yy
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2.Пусть функция )( xfy =  непрерывна в точке х0 и ее значение в этой точке отлично от 
нуля, то существует целая окрестность х0 ,  в которой функция не равна нулю и сохраняет 
знак f(x0).  
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Доказательство: 
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        Непрерывность сложной функции. 

Пусть:  
1. Функция )( yfz = - 

непрерывна в т. y0 . 
2. Функция )( xy j= - 

непрерывна в т. х0 . 
3. )( 00 xy j=  

 
Þтогда сложная функция ))(( xfz j= - 

непрерывна в т. х0 . 

Доказательство: 
А). ( )edde <-Þ<-Î>$>"Þ--= )()(][00.)( 01010 yfyfyyfDyxтвнанепyfz  
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10 d<-Þ yy  
из А) и Б) следует: 

[ ]ejjdde <-Þ<-Î">$>" ))(())((00 00 xfxfxxDx  
 
Sl. ))(lim())((lim))(())((lim 00

000

xfxfxfxf
xxxxxx
jjjj

®®®
=Þ=  

 
Непрерывность функции на множестве. 
 
Функция непрерывна на множестве Х, если она непрерывна в каждой точке этого 

множества. 
 
Непрерывность обратной функции. 
 
Пусть )( xfy =  - непрерывна и строго монотонна на промежутке Х, тогда справедливы 

следующие утверждения: 
1. На промежутке Y существует непрерывная обратная функция )(1 Yfx -= . 
2. Характер монотонности обратной функции такой же как и прямой. 
 
Непрерывность элементарной функции. 
1. Доказательство непрерывности элементарных функций tg и ctg  следует из 

свойств непрерывности элементарных функций.  
2. Непрерывность log, arcsin, arccos, arctg следует из определения непрерывности 

обратной функции. 
 
Характеристика точек разрыва функции. 
1. Точка устранимого разрыва. 
D(f) т. х0 называется точкой устранимого разрыва функции )( xfy = , если она не 

определена в этой точке, но имеет конечный предел. 
 
Функцию можно сделать непрерывной в этой точке,  доопределив ей значение в этой 

точке равным пределом. 
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2. Точка разрыва первого рода. 
D(f) х0 – точка разрыва первого рода, если существует конечный левосторонний и 

правосторонний предел не равные между собой. 
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0

0  

Разницу (b-a)называют скачком функции в точке х0.   
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3. Точка разрыва второго рода. 
1. Если в D(f)  непрерывности предел заменить односторонним пределом, то 

получим определение односторонней непрерывности функции. 
2. Функция называется непрерывной в точке х0 справа, если правосторонний 

предел совпадает со значением функции. 
3. Функция называется непрерывной в точке х0 слева, если левосторонний предел 

совпадает со значением функции. 
 
Например: 

xy = - исследуем предел функции справа и слева: 

Þ
==

=-=

®+®

®-®

0limlim

0)(limlim

000

000

xx

xx

xx

xx функция непрерывна в точке х=0. 

Для непрерывности в точке х0 необходимо и достаточно, чтобы она была непрерывна 
слева и справа в этой точке. 

 
 

2.5. Дифференциальное исчисление функции одной переменной 
 
2.5.1. Задачи, приводящие к понятию производной 
Задача о вычислении скорости точки, движущейся вдоль прямой. 
Пусть точка движется вдоль прямой х, l-единичный вектор, задающий направление 

вдоль прямой. 

0
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Построение касательной к кривой с уравнением )( xfy =  в т. х0 .  

     
x
ytgtg

xx D
D

==
®D®D 00

limlim ja  

Задачи, различные по смыслу, из разных областей науки, свелись к вычислению одного 
и того же предела. В таких случаях в математике абстрагируются от конкретных задач и 
изучают отдельно предел функции. 

 
2.5.2. Определение производной функции в точке 

Обозначение: 
dx
dyyxf ,),( ¢¢ . 

Производной функции )( xfy =  в точке х называют предел отношения приращения 
функции в этой точке к приращению аргумента при стремлении последнего к нулю. 

x
yxf

x D
D

=¢
®D 0

lim)(  
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Пример: ?;sin -¢= yxy  
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)cos( x - непрерывная. 
xx cosnsi =¢  

 
Степень функции с вещественным показателем. 

Справка: a
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Геометрический смысл производной. 
Из второй задачи следует, что производная функции )( xfy =  в точке  х0 равна 

тангенсу угла наклона касательной, проведенной к графику функции в этой точке. 
Уравнение касательной к кривой. Его можно написать, зная точку, через которую она 

проходит, и угловой коэффициент )( 0xfk ¢=  

),()()( 000 xxxfxfy --¢== где x и y – координаты точки на касательной. 
Уравнение нормали. Его можно написать, зная точку, через которую она проходит и 

угловой коэффициент 
)(

1

0xf
k

¢
-=  

)(
)(

1)( 0
0

0 xx
xf

xfy -
¢

-=- , x и y – точки на нормали. 

 
Производная суммы, произведения, частного. 
 
Пусть функция )( xfy =  и )( xy j= дифференцируемы в точке х0 ,  тогда в этой точке 

дифференцируемы их сумма, произведение и частное, причем выполняются формулы: 

1. ( ) )()()()( xxfxxf jj ¢+¢=¢+  

2. ( ) )()()()()()( xxfxxfxxf jjj ¢×+×¢=¢×  

3. 
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Функция, дифференцируемая в точке х0 , непрерывна в этой точке. 
)( xfy = - дифференцируема в точке  х0 0lim)()(

00 =DÞD+D¢=DÞ
®D

yxxxfy
x

a  
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обратное утверждение неверно!!! 
Производная от const функции равна 0. 
Если 0)()( =¢Þ= xfcxf  
Доказательство: 

00limlim)(
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При вычислении производной, константу можно выносить за знак производной. 
)()()())(( xfcxfcxfcxfc ¢×=¢×+×¢=¢×  

Все приведенные выше формулы можно рассматривать на большее число слагаемых и 
сомножителей. 

 
Производная от обратной функции. 
Пусть )( xfy =  в точке х0 имеет: 
1. 0)( ¹¢ xf  

2. на промежутке, содержащем х0 , обратную функцию )()(1 yxfy j== -  
3. )( 00 xfy =  

тогда в точке х0 существует 0)( ¹¢ jf , равная 
)(

1)(
0

0 xf
y

¢
=¢j . 

Доказательство: 
1. Пусть )( yx j= и двум различным значениям х соответствует 2 различных значений y 
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3. Пусть )( xfy =  дифференцируема в точке х0, тогда 
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так как 
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1)(0)(
0

00 xf
yxf

¢
=¢Þ¹¢ j . 

 
2.5.3. Производная от сложной функции 
Пусть: 
1. )( yfz = - дифференцируема в точке y0 . 
2. )( xy j= - дифференцируема в точке х0 . 
3. )( 00 xy j=  
тогда сложная функция ))(( xfz j= - дифференцируема в точке х0 и справедлива 

формула: 

dx
dy

dy
dz

dx
dz

xyfyzz xyx

×=

¢×¢=¢×¢=¢ )()( j

 

Доказательство: 
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1. )( yfz = - дифференцируема в точке y0 )()( 0 yyyfz D+D¢=DÞ a  

2. )( xy j= - дифференцируема в точке х0 )()( 0 xxxy D+D¢=DÞ bj  

)()()()()( 000 yxyfxxyfz D+D¢+D¢¢=D abj  
3. )( xy j= - дифференцируема в точке х0, а значит, непрерывна в этой точке
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2.5.4. Производная от параметрически заданной  функции 
Функция )( xfy =  называется заданной параметрически, если ее аналитическое 

выражение может быть представлено в виде: 

î
í
ì

=
=

)(
)(

ty
ty

j
y

 t- параметр. 

Пусть функция задана параметрически, где )(ty и )(tj  дифференцируемы в точке х0 , 
тогда  

)(0)(,
)(
)()( 000 txиtпри

t
txfy jj

j
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=¹¢
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=¢=¢$
.
 

Доказательство: Предположим,  что )(tx j=  имеет обратную функцию )(1 xt -=j , 
тогда ))(( 1 xy -= jj - сложная функция от х и по определению сложной функции имеет: 
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2.5.5. Производные высших порядков 
Пусть функция )( xfy =  дифференцируема на Х,  то есть дифференцируема в каждой 

точке Х. 
Каждому значению Х соответствует единственное значение )( xf ¢ , т.е. получаем 

)(xfy ¢= , как функцию, заданную на Х. 

Если она окажется диффернцируемой на Х, то мы можем вычислить следующую )( xf ¢ , 
которая будет называться второй и т.д. 

( ) )()()()(
2

xy
dx

ydxfxfxfyXx ¢¢==¢¢Þ¢¢Þ¢=Î
.
 

Производной n-го порядка от функции )(xfy =  называется первая производная от 
производной n-1 порядка. 
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Пример: 



27 
 

)
2

cos()sin(cossin

cos

)( pnxyxyxyxy

xy

n +==¢¢¢-=¢¢-=¢

=

 
 
2.5.6. Теоремы о дифференцируемых функциях 
Теорема Ферма: Пусть )(xfy = дифференцируема на ),( ba  и наибольшее или 

наименьшее ее значение в точке х0, тогда производная в этой точке равна нулю. 
 
Доказательство: 
Пусть )( 0xf - наибольшее на Þ),( ba  
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Но из дифференцируемости )( xfy =  в точке х0 
0)()0()0()( 0000 =¢Þ-¢=+¢Þ¢$Þ xfxfxfxf . 

Из доказательства теоремы Ферма следует: пусть )( xfy = непрерывна на промежутке и 
внутренних точках этого промежутка принимает наибольшее и наименьшее значение, тогда, 
если в этой точке функция дифференцируема, то 0)( =¢ xf . 

 
Теорема Ролля: Пусть функция )( xfy = : 
1. непрерывна на ],[ ba  
2. дифференцируема на ),( ba  
3. Принимает на концах этого отрезка одинаковые значения. 
Тогда на ),( ba  существует точка х0, в которой 0)( =¢ xf . 
Доказательство: 
Из непрерывности функции на отрезке следует, что она имеет на этом отрезке свои 

наименьшее(m) и наибольшее(M) значения. 
Возьмем два случая: 
1. m=M; наименьшее значение совпадает с х0 следовательно: 

),(0)()( baxxfconstxf Î"=¢Þ=  
2. Mm ¹ ; из (3) следует: )()( bfaf = . 

Между двумя корнями функции есть точка производной. 
 
Теорема Лагранжа: Пусть функция )( xfy =  непрерывна на промежутке ],[ ba , 

диффернцируема на ),( ba , тогда на ),( ba  существует такая х0, что верна формула: 
))(()()( 0 abxfafbf -¢=-  

Если ее переписать в виде atgxfто
ab

afbfxf =¢
-
-

=¢ )(,)()()( 0  

Доказательство:  

Рассмотрим вспомогательную функцию )()()()()()( xb
ab

afbfxfbfxF -
-
-

--= . 
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1. Она непрерывна на ],[ ba  как сумма непрерывных функций. 
2. F(x) – дифференцируема на ),( ba  как сумма дифференцируемых на интервале 

функций. 
3. F(а) = 0; F(b) = 0 Þ=¢Î"Þ=Þ 0)(:),(.)()( 00 xFbaxРоллятпоbFaF  

ab
afbfxf

ab
afbfxf

-
-

=¢Þ=-×
-
-

-¢-Þ
)()()(0)1()()()( 00

.
 

Пусть функция )( xfy =  дифференцируема на ),( ba ,  тогда для любой внутренней 
точки интервала справедлива формула Лагранжа: 

 

))(()()(
),(,

12012

21

xxxfxfxf
baxx

-¢=-
Î

х0 между 21, xx  

 
Действительно из дифференцируемости функции на ),( ba  следует ее непрерывность на 

),( ba . 

xxff D¢=D )( 0  
 
Теорема Коши: Пусть )( xy j= и )( xfy = : 
1. Непрерывны на ],[ ba . 
2. Дифференцируемы на ),( ba . 

Тогда на ),( ba  существует точка х0 , для которой справедлива формула Коши: 

)(
)(

)()(
)()(

0

0

x
xf

ab
afbf

jjj ¢
¢

=
-
-  

Доказывается как теорема Лагранжа. 

( ))()(
)()(
)()()()()( xb

xb
xfbfxfbfxF jj

jj
-

-
-

--=  

 
2.6. Приложение производной к исследованию функций 

1. Исследование на монотонность. 
Пусть )( xfy = дифференцируема на ],[ ba , тогда справедливо: 
· Функция возрастает на 0)(),( >¢Þ xfba на ),( ba . 
· Функция не убывает на 0)(),( ³¢Þ xfba  на ),( ba . 
· Функция постоянна на 0)(),( =¢Þ xfba  на ),( ba . 
· Функция не возрастает на 0)(),( £¢Þ xfba  на ),( ba . 
· Функция убывает на 0)(),( <¢Þ xfba  на ),( ba . 
2. Исследование на экстремум. 
Точка х0 называется точкой локального минимума, если функция непрерывна в этой 

точке и существует такая окрестность х0 , что для любого х )()( 0 xfxf £  
3. Исследование функции на выпуклость графика. 

График функции )( xfy = на ),( ba направлен выпуклостью вниз (вогнутый), если он 
расположен выше касательной, проведенной в любой точке ),( ba , а график функции 

)( xfy =  - выпуклый, если он расположен ниже касательной, проведенной в любой точке 
),( ba . 
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Точка х0 , в которой )( xfy =  непрерывна, называется точкой перегиба, если она 
отделяет интервал выпуклости от интервала вогнутости. 

Достаточные условия выпуклости функции на интервале. 
Пусть функция )( xfy =  дважды дифференцируема на ),( ba и )(xf ¢¢ сохраняет на нем 

свой знак, то: 
1. 0)( >¢¢ xf , то график на ),( ba - вогнутый. 
2. 0)( <¢¢ xf , то график на ),( ba - выпуклый. 
4. Асимптоты графика функции. 
В некоторых случаях, когда график функции имеет бесконечные ветви, оказывается, 

что при удалении точки вдоль ветви к бесконечности она неограниченно стремится к 
некоторой прямой. Такие прямые называют асимптотами. 

Вертикальные асимптоты – прямая bx =  называется вертикальной асимптотой графика 
функции )( xfy =  в точке b, если хотя бы один из разносторонних пределов равен 
бесконечности. 

Если функция задана дробно-рациональным выражением, то вертикальная асимптота 
появляется в тех точках, когда знаменатель равен нулю, а числитель не равен нулю. 

Наклонная асимптота – прямая bxky +×=  наклонная асимптота функции )( xfy = , 
если эта функция представлена в виде 0)(lim),()( =++×=

¥®
xприxbxkxf

x
aa

.
 

Необходимый и достаточный признак существования наклонной асимптоты: 
Для существования наклонной асимптоты bxky +×=  к графику функции )( xfy =  

необходимо и достаточно существование конечных пределов: 

x
xfk

x

)(lim
±¥®

=    [ ]xkxfb
x

×-=
±¥®

)(lim  

Доказательство:  
Пусть 

[ ] [ ] bbxbxkxf

kk
x
x

x
bk

x
xf

x
xbxkxf

xx

xxx

=+=+=×-Þ

Þ=++=úû
ù

êë
é ++=Þ=

++×=

±¥®±¥®

±¥®±¥®
±¥®

0)(lim)(lim

00)(lim)(lim0)(lim
)()(

a

a
a

a

 

Пусть 

[ ]
0)(lim),()(

)(lim

)(lim
=+=×-Þ

×-=$

=$

±¥®
±¥®

±¥® xгдеxbxkxf
xkxfb

x
xfk

x
x

x aa  

Следовательно, существует асимптота. 
5. Общая схема исследования функций. 
 По функции определить: 
5.1. D(f) 
5.2. E(f) 
5.3. Непрерывность в области определения 
5.4. Четность, нечетность. 
5.5. Периодичность 
5.6. Асимптоты 
По первой производной функции: 
5.7. Экстремумы 
5.8. Интервалы монотонности 
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По второй производной функции: 
5.9. Интервалы выпуклостей 
5.10. Точки перегиба 
6. Построить график функции. 

 
 
 

 
2.7. Приложение производной к вычислению пределов 

 (Правило Лопиталя). 
Пусть: 
1. Функции )( xy j= и )( xfy = дифференцируемы в проколотой окрестности 

точки х0  

2. ),,(0)(lim)(lim
00

¥=-¥=+¥===$
®®

xxf
xxxx
j  

3. A
x
xf

xx
=

¢
¢

$
® )(

)(lim
0 j

 

то справедливо: 

A
x
xf

x
xf

xxxx
=

¢
¢

=$
®® )(

)(lim
)(
)(lim

00 jj
 

Доказательство: 
1. Доопределим функции )( xy j= и )( xfy = в точке х0 так, чтобы они стали 

непрерывными, т.е. Þ== 0)()( 00 xxf j функция непрерывна на всей окрестности U
d

)( 0x
.
 

2. U
d

)( 0xxÎ" применим теорему Коши на интервале [ ]01,xx или [ ]10,xx  

)(
)(

)()(
)()(

0

0
xj
x

jj ¢
¢

=
-
- f

xx
xfxf  , где ζ лежит между х и х0 следовательно 

Aff
x
xff

x
xf

xxxxx
=

¢
¢

=
¢
¢

=Þ=
®®® )(

)(lim
)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(

)(
)(

000 xj
x

xj
x

jxj
x

j x
 

Если производная функции удовлетворяет правилу Лопиталя, то можно вычислять 
последнюю несколько раз (2,3,4…), пока она удовлетворяет условию. Правило Лопиталя 
применимо, когда x0 – бесконечно удаленная точка. 

 
2.8. Дифференциал функции 

Из Df дифференцируемости следует, что приращение дифференциала функции 

)( xfy = можно представить в виде 0)(lim),()(
0

=
D

D+D¢=D
®D x

xгдеxxxfy
x

a
a  

Из равенства нулю предела следует, что )( xDa - б.м. более высшего порядка малости, 
чем xD , и xxfyx D¢-D=D )()(a  

Поскольку xиxxfтоxf
x

xxf
x

DD¢¹¢=
D

D¢
®D

)(,0)()(lim
0

- б.м. одного порядка малости. 

xиyxf
x
y

x
DDÞ¢=

D
D

®D
)(lim

0
- б.м. одного порядка малости )( xfиy D¢DÞ - б.м. 

эквивалентные, т.е. 1
)(

lim
0

=
D¢

D
®D xxf

y
x
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Пусть 221122112211 )()())((, xxfcxxfccxcxxfтоxcxcx D¢+D¢=D+D¢+=D  

0)(lim,)(

)(

0
=

D
D

D+=D

D¢=

®D x
xгдеxdyy

xxfdy

x

a
a

 

xD и х – независимые переменные, т.е. 00 =
D

=
D

xd
dxи

d
xd  

ydxxdxdyxy D=DÞD×=== 1  для независимых переменных. 
dxxfdy )(¢=  

 
Свойства дифференциала: 
1. .)( dvdyvud +=+  
2. duvdvuuvd ×+×=)(  

3. 2v
dvuduv

v
ud ×-×

=÷
ø
ö

ç
è
æ  

vuvuuv ¢+¢=)(  
udxvdxuvdxuv ¢+¢=¢)(  

 
2.9.  Неопределенный интеграл и его свойства 
Определение 1: Функция F(x) называется первообразной для функции ƒ(x) на 

некотором отрезке [a,b], если для всех из этого отрезка выполняется равенство:    
                                                     F'(x)= ƒ(x). 
Пример: F(x)=cos(x)+C;  ƒ(x)=sin(x); 
 
Теорема1. Если F1(x) и F2(x) какие-либо первообразные для функции ƒ(x) на отрезке 

[a,b], то выполняется соотношение:  
                                               F1(x) – F2(x) = C; 
                                 Доказательство: 
Так как  F1(x) первообразная для функции ƒ(x), то  F1'(x)= ƒ(x).   
Так как  F2(x) первообразная для функции ƒ(x), то  F2'(x)= ƒ(x).   
Вычтем из первого равенства второе: 
F1' (x) – F2'(x)  = 0, 
(F1(x) – F2(x))' = 0; 
Обозначим  F1(x) – F2(x)=φ(x), тогда φ'(x)=0; 
Покажем, что   φ(x) принимает постоянные значения. 
Применим φ(x) на отрезке [a,x] теорему Лагранжа. 
φ(x) – φ(a) =   φ'(ξ)(x-a),    a< ξ <x , 
так как   φ'(ξ)=0, то φ(x) – φ(a) =0, то есть φ(x) = φ(a). 
φ(a) = С, φ(x) =С; 
  F1(x) – F2(x) = C;  
 
Замечание: из теоремы следует, что, если F(x) первообразная для ƒ(x), то (F(x)+С ) тоже 

первообразная. 
 
Определение 2: Совокупность первообразных, т.е. (F(x)+С), для ƒ(x) на [a,b]  

называется неопределенным интегралом от f(x) и обозначается: 
∫ ƒ(x) dx = F(x) + C,       причем  F'(x) = ƒ(x),  
ƒ(x) – называется подынтегральной функцией; 
ƒ(x)dx –  называется подынтегральным выражением; 
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Свойства неопределенного интеграла: 
 
1. (∫ƒ(x)dx)' = ƒ(x); 
                              Доказательство: 
(∫ƒ(x)dx)' = (F(x)+C)' = F'(x) = ƒ(x); 
 
2. d ∫ƒ(x)dx = ƒ(x)dx; 
                            Доказательство: 
d ∫ƒ(x)dx = (∫ƒ(x)dx)' · dx = | по свойству 1| = ƒ(x)dx; 
 
3. ∫d F(x) = F(x) + C; 
                                 Доказательство: 
Возьмем дифференциал от левой части: 
d ∫dF(x) = dF(x)  (по свойству 2 ) 
найдем  дифференциал от правой части: 
d (F(x) + C) = dF(x) + dC =  dF(x)  
Получили, что обе части равны. 
 
4. ∫(ƒ1(x)+ ƒ2(x))dx = ∫ƒ1(x)dx + ∫ƒ2(x)dx. 
Найдем производную от левой  и от правой частей: 
(∫(ƒ1(x)+ ƒ2(x))dx)' = |по св-ву 1| = ƒ1(x)+ ƒ2(x) 
(∫ƒ1(x)dx + ∫ƒ2(x)dx)' = (∫ƒ1(x)dx + ∫ƒ2(x)dx)' = ƒ1(x) + ƒ2(x). 
 
5. ∫k·ƒ(x)dx = k·∫ƒ(x)dx, где k – постоянный множитель. 
                                       Доказательство: 
(∫k·ƒ(x)dx)' = k·ƒ(x); 
(k·∫ƒ(x)dx)' = k·(∫ƒ(x)dx)' = k·∫ƒ(x); 
 
6. Формулы интегрирования не меняет свой вид при подстановке вместо независимой 

переменной x некоторой функции  u(x), т.е. если  ∫ƒ(x)dx = F(x) + C; 
∫ƒ(u)du =  F(u) + C; 
                                  Доказательство. 
Имеем: ∫ƒ(x)dx = F(x) + C; 
F'(x) = ƒ(x), 
 Так как дифференциал первого порядка обладает свойством инвариантности, т.е. 

форма его не зависит от того является ли x независимой переменной или некоторой 
функцией  

от x,  то   дифференциал 
dF(u) = F'(u)du = ƒ(u)du 
  F'(u) = ƒ(u) 
∫ƒ(u)du = ∫dF(u) = | по свойству 3 | =  F(u) + C.  
 
Таблица 1 - Таблица основных интегралов 

 
1. ∫ xαdx = xα+1/ (α+1)  + C 
α ≠-1 

1. ∫ uα du = uα+1/ (α+1)  + C 
 α ≠-1 

2. ò x
dx  = ln |x|  + C 2. ò u

du  = ln |u|  + C 

3. ∫ ex= ex + C 3. ∫ eu = eu + C 
4.  ∫ ax dx = ax/lna + C 4. audu = au/lna + C 
5. ∫ sin(x)dx = - cos(x) + C 5. ∫ sin(u)du= - cos(u) + C 
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Проверим формулу 9: 

(arcsin
a
x )' =  

a

a
x

1

1

1

2

2
×

-

 = 
axa

a 1
22
×

-
 = 

22

1

xa -
; 

 
Проверим формулу 11: 

(
a
1  arctg

a
x )' = 

a
a
xa

1

1

11

2

2 ×
+

×  = 22

1
xa +

. 

Пример: 

 1. ∫ 5 6)38( x- dx =  ∫ (8-3x)6/5 dx = | d(8-3x) = – 3dx | =  –
3
1  ∫ (8-3x)6/5  (– 3dx) =  

–
3
1  ∫(8 –3x)6/5 d(8-3x) =  – 

3
5  (8-3x)11/5  + C. 

            _____   
2. ∫ x √4 + x²  dx = ∫ (4 + x²)1/2x dx = | d(4 + x²) = 2x dx| = 1/2 · ∫ (4 + x²)1/22x dx =  
 

 =
2
1  · ∫(4 + x²)1/2 d(4 + x²) = 

2
3

)4(
2
1

1
2
1

2 +
+ x  = 

3
)4( 32x+

 + C.  

6. ∫ cos(x)dx = sin(x) + C 6. ∫ cos(u)du = sin(u) + C 

7. ò x
dx

2cos
= tg(x) + C 7. ò u

du
2cos

 = tg(u) + C 

8. ò x
dx

2sin
= -ctg(x) + C 8. ò u

du
2sin

 = -ctg(u) + C 

9. ò
- 22 xa

dx
= arcsin (

a
x  )+ C 9. ò

- 22 ua

du
= arcsin (

a
u  )+C 

10. ò
± ax

dx
2

= ln | x + ax ±2 | + C 10.     ò
± au

dx
2

= ln |u + au ±2 | + C                

 

11. ò + 22 xa
dx = 

a
1  arctg(

a
x )+C 11. ò + 22 ua

du = 
a
1  arctg(

a
u )+C 

12. ò - 22 ax
dx = 

a2
1 ln |

ax
ax

+
- | + C 12. ò - 22 au

du = 
a2

1 ln |
au
au

+
- | + C 

13 ò - 22 xa
dx = 

a2
1 ln |

ax
ax

-
+ | + C 13. ò - 22 ua

du = 
a2

1 ln |
au
au

-
+ | + C 

14. ò x
dx

sin
= ln |tg(

2
x )| + C 14. ò u

du
sin

= ln |tg(
2
u )| + C 

15. ò x
dx

cos
= ln |tg(

42
p

+
x )| + C 15. ò u

du
cos

= ln |tg(
42
p

+
u )| + C 

16.∫ tg(x) dx = – ln |cos(x)| + C 16.∫ tg(u) du = – ln |cos(u)| + C 
17.∫ ctg(x) dx = ln |sin(x)| + C 17.∫ ctg(u) du = ln |sin(u)| + C 
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2.10. Замена переменной в неопределенном интеграле (метод подстановки) 
 
Теорема: Пусть функция x = φ(t) – строго монотонная и непрерывно 

дифференцируемая на некотором интервале  функции φ(t). Если функция ƒ(x)  интегрируема 
на соответствующем интервале изменений x, то имеет место равенство: 

∫ ƒ(x)dx = ∫ ƒ(φ(t))·φ'(t)dt 
                                                    Доказательство:   
Определение 1:  Если функция  ƒ(x)  непрерывна на отрезке [a,b],  то существует 

неопределенный интеграл  ∫ ƒ(x)dx, а функция ƒ(x) в этом случае называется интегрируемой. 
По определению 1 неопределенного интеграла 
∫ ƒ(x)dx = F(x) + C, причем F'(x) = ƒ(x) 
Покажем, что функция F(φ(t)) является первообразной для функции:  ƒ(φ(t))·φ'(t). 
Для этого найдем  (F(φ(t)))' = |по правилу дифференцирования сложной функции| =  
= F'(φ(t))·φ'(t); 
Но F'(φ(t)) = ƒ (φ(t)), тогда 
(F(φ(t)))' = ƒ(φ(t))·φ'(t) 
∫ƒ(φ(t))·φ'(t) dt =  F(φ(t)) + C = F(x) + C = ∫ƒ(x) dx. 
∫ƒ(x) dx = ∫ƒ(φ(t)) · φ'(t) dt.  
Пример: 

ò
+1xe

dx
 = | ex +1 = t2 ; 1+xe  = t ;   ex  = t2 – 1 ;  x = ln(t2 –1 ) ;  dx = 

1
2

2 -t
t dt |  =  

                                                                                   

= ò -
dt

tt
t

)1(
2

2
  = 2 ò - )1(

2
2t
dt  = 2∙ 

1
1ln

2
1

+
-

t
t  = 

11
11ln

++

-+
x

x

e
e  +C.   

 
2.11. Интегрирование по частям 

 
Пусть U(x) и V(x) дифференцируемые функции на некотором интервале, известно, что 
d(UV) = U ∙ dV + V ∙ dU. 
Проинтегрируем это равенство: 
∫d(UV) = ∫U ∙ dV + ∫V ∙ dU ; 
UV = ∫U ∙ dV + ∫V ∙ dU ; 
 
∫U · dV = UV - ∫V · dU – формула интегрирования по частям. 
 
Пример: вычислить ∫ x · sin(x)  dx  
I способ.  
 ∫ x · sin(x)  dx = | U=x;   dU = dx;   dV = sin(x) dx;  ∫dV = ∫ sin(x) dx; V = -cos(x) | =  
= -x · cos(x) - ∫(- cos(x)) dx  = - x · cos(x) + sin(x) + C; 
 
II способ. 

∫ x · sin(x) dx =  | U = sin(x);  dU=cos(x) dx;   dV=x dx;  V=∫ x dx =
2

2x ; | =  
2

2x  · sin(x) –  

∫ 
2

2x  · cos(x) dx. 

 
Замечание: классы функций, интегрируемых по частям. 
I класс – это интегралы вида: 
 ∫ Pn(x) · eax dx;  
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 ∫ Pn(x) · sin(a·x) dx;  
 ∫ Pn(x)  ·  cos(a·x)dx  ,  где  Pn(x)  –  это многочлен первой степени,  в этом случае   U =  

Pn(x); 
 
II класс – это интегралы вида: 
1.∫ Pn(x) · ln(a·x) dx; 
2.∫ Pn(x) · arcsin(x) dx; 
3.∫ Pn(x) · arctg(x) dx ,   где  в качестве   1.U = ln(a·x); 2.U = arcsin(x);  3.U = arctg(x); 
 
Пример:  
∫ x2 · ln(1+x) dx ; 

∫ x2 · ln(1+x) dx = | U= ln(1+x);  dU=
x

dx
+1

;   dV =  x2 dx;  V=
3

3x ; | = ln(1+x) · 
3

3x  –  

3
1  · ∫ 

x
x
+1

3

dx = | выделим целую часть: 

                              
 
                                   x3          |x+1  
                               ¯ x3+x2      x2-x+1   
                                    - x2        
                                  ¯- x2–x_  
                                             x 
                                          ¯ x+1 
                                                -1     
 
значит,  _ x3_  = x2 – x +1 +   -1_   ; | =  
                      x+1                          x+1       
 

= 
3

3x ·ln(1+x) –
3
1  ò +

-+- )
1

11( 2

x
xx  dx = 

3

3x ·ln(1+x) –
3
1 ·

3

3x + 
6

2x – 
3
x  + 

3
1 · ò +

+
1

)1(
x
xd = 

                                                         

=  
3

3x ·ln(1+x) –
3
1 ·

3

3x + 
6

2x – 
3
x  + 

3
1 ·ln(x+1) +C; 

 
Пример2: интеграл вида: 
∫ ex · sin(x) dx =  |  U = ex; dU= exdx;  dV= sin(x) dx; V=∫sin(x) dx = –cos(x);  | =  –ex · cos(x) 

+ + ex · sin(x)  – ∫ ex · sin(x) dx; 
∫ ex · sin(x) dx = –ex · cos(x) + + ex · sin(x)  – ∫ ex · sin(x) dx; 
получили уравнение относительно интеграла, неизвестным является интеграл. 
2 ∫ ex · sin(x) dx  = ex · (sin(x) – cos(x) );   

∫ ex · sin(x) dx  = 
2
1  · ex · (sin(x) – cos(x) ) + C; 

 
2.12. Интегрирование элементарных дробей 

 
Определение1:  дроби вида: 
I.   A      ;    II.    A         ;   III.    Mx +N         ;  IV.    Mx + N          ,  
    ax+b             (ax+b)n            (ax2 +bx + c)            (ax2 +bx + c)m        
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где m,n- натуральные, причем m,n ≥ 2, и квадратный трехчлен ax2 +bx + c не имеют 
действительных корней, т.е. b2 – 4ac < 0 (D<0) – называются элементарными.  

 
Разберем дроби. 
I.  ∫   A dx   = A · ∫   a dx      =  | d(ax+b) = a dx; |  = A · ∫  d(ax+b) =  A  ·  ln |ax+b|   +C. 
        ax+b              a(ax+b)                                          a       ax+b         a   
 

II. ∫    A dx      =  A · ∫ (ax+b)-n d(ax+b) = A ·  (ax+b)-n+1   =                 A             + C;   
        (ax+b)n        a                                     a      (1-n )              a·(1-n) ·(ax+b)n-1   
 
III. ∫    Mx + N       dx;  
          ax2 +bx + c         

Рассмотрим сначала  Y = ò ++ cbxax
dx

2  = ò
++

a
cx

a
bx

dx
a 2

1
 = ò

-+÷
ø
ö

ç
è
æ + 2

2

2

1

b
a
c

a
bx

dx
a

 =  

= 
( )ò -

+÷
ø
ö

ç
è
æ + 2

22

4
4

2

1

a
bac

a
bx

dx
a

 = │т.к.  b2 – 4ac <0 (по условию), то  4ac – b2 >0, тогда  

( )
2

2

4
4

a
bac -  >0; обозначим   ( )

2

2

4
4

a
bac -  = k2 ;│=  ò

+÷
ø
ö

ç
è
æ + 2

2

2

1

k
a

bx

dx
a

   =    

=│ Пусть 
a
bx

2
+  = t, dx=dt; │ = ò + 22

1
kt

dt
a

= 
a
1  arctg(

k
t )  = 

ak
1 ·arctg

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ +

k
a
bx
2 +C;                     

Y =  ò + 22

1
kt

dt
a

 

 
Рассмотрим искомый интеграл: 

ò ++
+

)( 2 cbxax
NMx   dx  = ò ++

-++

)(

)
2

(
2

)2(
2 cbxax

a
bMN

a
Mbax

dx = ò ++
+

)(
)2(

2 2 cbxax
dxbax

a
M  +  

 

+ ò ++
÷
ø
ö

ç
è
æ -

)(2 2 cbxax
dx

a
bMN  = 

a
M
2

 ∫ (ax2 +bx + c)–m d(ax2 +bx + c) +   (N – 
a

M
2

) ·Y = 

                               Y 

= 
a

M
2

 ·ln|ax2 +bx + c| +     (N – 
a

bM
2

) 
ak
1 arctg

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ +

k
a
bx
2 + C. 

Пример: 
∫    7x – 2      dx  = ∫    (6x-5)·7/6 – 2 + 35/6  dx  = 7/6 · ∫  (6x – 5) dx   +  ∫  35/6 – 2     dx  =                  
   3x2 – 5x+4                     3x2 – 5x+4                                   3x2 – 5x+4            3x2 – 5x+4   
 
= 7/6 · ∫   d(3x2 –5x+4)  + 23/18 · ∫    dx               = 7/6 ln |3x2 –5x+4| +23/18 · ∫   d (x – 5/6)        =  
                3x2 – 5x+4                        x2 –5/3·x+4/3                                                  (x–5/6)2 +23/36   
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=  7/6 ln |3x2 – 5x+4| + 23/18 · 1/( 23  / 6) · arctg (x – 5/6)   + C = 7/6 ln |3x2 – 5x+4| + 23 /3 ·  
                                                                               23 /6   
·  arctg (6x – 5)   + C. 
               23  

IV.  ò ++
+

mcbxax
NMx

)( 2
dx = ò ++

-++

mcbxax
a

bMN
a

Mbax

)(

)
2

(
2

)2(
2

  =   ò ++
+

mcbxax
dxbax

a
M

)(
)2(

2 2
 +  

 

+ ò ++
÷
ø
ö

ç
è
æ - mcbxax

dx
a

bMN
)(2 2 =   

a
M
2

 ∫ (ax2 +bx + c)–m d(ax2 +bx + c) +   (N – 
a

bM
2

) ·  

·  ò
÷
ø
ö

ç
è
æ ++

mm

a
cx

a
bx

dx
a 2

1 = 
( )

m
cbxax

a
M m

-
++

-

12

12

 + (N – 
a

bM
2

) 
( )ò

+
mm kt

dt
a 22

1
) = |см. пример 3|  

                                                                                                                   Ym      

=  mcbxaxma
M

))(1(2 2 ++-
+ (N – 

a
bM
2

) ma
1  Ym   . 

 
Отдельно вычислим Ym. 

Ym = ∫       dt        =   1   · ∫  (t2+k2 ) – t2  dt  =   1   · ∫   dt              –  1  ·  ∫      t2      dt =  1  · Ym-1 –         
           (t2+k2)m        k2        (t2+k2)m                k2      (t2+k2)m-1        k2      (t2+k2)m        k2   
                                                                                                  Ym-1 

–  1  ·  ∫      t2      dt  =  | U=t,  dU = dt;   dV =     t         dt ;  V =1/2 ·  ∫ (t2+k2)–m d(t2+k2) =  
    k2      (t2+k2)m                                              (t2+k2)m       
 
= 1  ·  (t2+k2)–m+1 ;  | ;  

   2    – m+1  
 
Ym =  1   · Ym-1   –  1  ·  (                  t            –   ∫      dt                       )  =  1   · Ym-1   –             
          k2                 k2       2(1-m)(t2+k2)m-1         2(1-m)(t2+k2)m-1            k2                 
 
–                        t                      +                      1                     ;  
        2k2(1-m)(t2+k2)m-1                    2k2(1-m)(t2+k2)m-1     
                                                                              Ym-1         
Ym =                   t               +   1   · Ym-1 ·  (1 +   1         ) =                  t                +   1  Ym-1  ·                                               
           2k2(m –1)(t2+k2)m-1     k2                       2(1-m)        2k2(m –1)(t2+k2)m-1      k2            
·   3 – 2m  ;          
  2(1 – m)  
Получили:        Ym =                   t               +   1   ·   3 – 2m  · Ym-1. 
                                     2k2(m –1)(t2+k2)m-1     k2    2(1 – m)    
 
Пример: 
  ∫  2x – 4           dx =   ∫  (2x+2) – 6     dx =  ∫ (x2 + 2x +5)–2 · (2x+2) dx – 6 · ∫    dx              =           
    (x2 + 2x +5)2               (x2 + 2x +5)2                                                                  ((x+1)2+4)2 
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= | x+1=t; | = ∫ (x2 + 2x +5)–2 d(x2 + 2x +5) – 6 · ∫    dt        =  (x2 + 2x +5)–1   – 6 · ∫ (4+t2) – t2 dt =  
                                                                                (t2 + 4)2            -1                   4     (t2+4)2 
 
= –           1            – 3  ∫   dt        +   3  ∫  t2 dt       =    | U = t; dU=dt;  dV=     t dt       ;            
        x2 + 2x +5         4     t2 + 4        2     (t2 + 4)2                                          (t2 + 4)2  
 
V =1/2 · ∫ (t2 + 4)–2 d(t2 + 4) =  –1/2 (t2 + 4)–1 = –1/2 –   1        ; | = –    1               – 3 · Y1 + 

                                                                                         t2 + 4             x2 + 2x +5      2 
 
+ 3 ·  (      t           –   ∫– dt            )  = –    1               – 3 · Y1   –   3t          +  3  ·Y1  =  –   1            -                  
   2      –2(t2 + 4)           2(t2 + 4)             x2 + 2x +5     2            4(t2 + 4)      4                x2 + 2x +5 
 
–   3t          + 3  Y1  = –    1             – 3(x+1)                  + 3 · 1 · arctg ( x+1  )   + C.              
    4(t2 + 4)                    x2 + 2x +5     4(x2 + 2x +5)           4   2               2  
                             

2.13. Разложение многочлена на множители 
Определение: функция ƒ(x) = A0 xn  +  A1  xn-1  +  … + An-1  x  +  An называется целой 

рациональной функцией от x или многочленом  n-ой степени, или полиномом   n-ой степени. 
Уравнение    ƒ(x) = 0  или A0 xn  + A1 xn-1  + … + An-1 x + An = 0 называется алгебраическим. 

            
Теорема 1. Остаток от деления многочлена ƒ(x) на (x-a) равен ƒ(a). 
Обозначим через ƒ1(x) частное от деления ƒ(x) на (х-а), а  R-остаток от деления, тогда 
ƒ(x) = ƒ1(x) (х-а) + R             (*)   
при  х=а деление невозможно , поэтому  х≠а, последнем равенстве   (*)  перейдем к 

пределу при х→а. 
 
lim  ƒ(x) = lim  ƒ1(x) (х-а) + lim R 
x→а             x→а                              x→а    
ƒ(а) = 0+R, 
R = ƒ(а); 
 
Следствие:  если а является корнем уравнения ƒ(х) = 0, то ƒ(а) = 0, т.е. R = ƒ(а)=0; 
 
Основная теорема алгебры: 
Всякая целая рациональная функция (многочлен) имеет по крайней мере один корень 

действительный или комплексный (без доказательств). 
 
Теорема 2. Всякая целая рациональная функция может быть разложена в произведении 

n двучленов вида (х-а) и множества A0. 
                                         Доказательство:  
По основной теореме алгебры ƒ(х) имеет по крайней мере один корень действительный 

или комплексный. Обозначим через а1,  тогда по следствию теоремы1, ƒ(x) =  ƒ1(x) (х-а), где   
ƒ1(x)  - это многочлен n-1-ой степени. 

Аналогично по основной теореме алгебры многочлен  ƒ1(x)  имеет по крайней мере 
один корень а2 - действительный или комплексный. 

По следствию теоремы можно записать: 
ƒ1(x)  =  ƒ2(x) (х- а2), где ƒ2(x)  - это многочлен n-2-ой степени. 
Продолжая указанный процесс приходи к: 
ƒn-1(x)  =  ƒn (х- аn), где ƒn  - это постоянное число, причем  ƒn = A0. 
Собирая всё в обратном порядке, получаем: 
ƒ(x)  =  A0(х- а1) (х- а2) (х- а3)…(х- аn); 
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Замечание:  среди этих членов могут быть и равные, объединяя равные сомножители 
получаем разложение: 

ƒ(x)  =  A0(х- а1)k1(х- а2) k2 …(х- аr) kr , где  k1 + k2 + … + kr  = n; 
 
Теорема 3:  Если комплексное число a+bi является корнем многочлена  
ƒ(x)=A0 xn  + A1 xn-1  + … + An-1 x + An , то сопряженное число  a-biтакже является 

корнем многочлена. 
                                         Доказательство: 
Так как a+bi – корень многочлена, то 
ƒ(a+bi) = 0 или 
A0 (a+bi)n  + A1 (a+bi)n-1  + … + An-1 (a+bi) + An  = 0 , 
раскроем скобки и, объединяя слагаемые, содержащие i и  не содержащие i отдельно, 

получаем в левой части M+Ni=0, тогда M=0, N=0; 
Найдем ƒ(a-bi) =A0 (a-bi)n  +  A1  (a-bi)n-1  +  …  +  An-1  (a-bi)  +  An   =  |  если раскрыть 

скобки  и поступить как и в предыдущем случае, то получаем     M+Ni = 0, т.к. M=0 и N=0         
|  

ƒ(a-bi)=0, т.е. 
a-bi – корень многочлена ƒ(х). 
 
Замечание:  в разложении многочлена на множители 
 
ƒ(x)  =  A0(х- а1)k1(х- а2) k2 …(х- аr) kr (*) , где  k1 + k2 + … + kr  = n; в этом разложении 

выделим два сомножителя с комплексно сопряженными корнями: 
[x-( a+bi)] · [x-( a-bi)]  = ((x-a)-bi) ·((x-a)+bi) = (x-a)2 – (bi) 2 =  x2 –  2ax  +  a2 -  b2 = 

|обозначим –2а=р,  a2 + b2 = q| = x2 + рx + q; 
квадратный трехчлен не имеет действительных корней, тогда  в соотношении (*) 

сопряженные корни запишутся в виде: 
ƒ(x)  =  A0(х- а1)k1(х- а2) k2 …(х- аe) ke  (x2 + р1x + q1) t1(x2 + р2x + q2) t2  …(x2 + рsx + qs) 

ts, где k1 + k2 + …+ ke + 2 t1 + 2 t2 +…+ 2 ts = n; 
Вывод: всякий многочлен может быть представлен в виде произведения линейных 

двучленов и квадратных трехчленов, не имеющих действительных корней. 
 
2.14. Интегрирование рациональных дробей 
Дробь вида:   Pn(x)  =  A0 xn  + A1 xn-1  + … + An-1 x + An   называется рациональной  
                                   Qm(x)     B0 xn  + B1 xn-1  + … + Bn-1 x + Bn 
дробью или дробно-рациональной функцией. 
Если степень числителя меньше степени знаменателя (n<m), то дробь называется 

правильной, в противном случае (n≥m) называется неправильной. 
В случае не правильной дроби, ее можно представить в виде суммы некоторого 

многочлена и правильной рациональной дроби. 
 Pn(x)  =   Mk(x) +   Tk(x) 
Qm(x)                       Qm(x)  
                   Целая  
              Часть         правильная дробь 
 
Пример: Представить дробь в указанном выше виде. 
    x5 + 4x    ; 
x2  + 2x +3 

 
_ x5 + 4x                      |x2  + 2x +3   
   x5+2x4+3x3              │x3-2x2+x+4 
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     _  -2x4+4x-3x2-3x3 
         -2x4+4x3-6x2     
                 _ x3+6x2+4x 
                    x3+2x2+3x 
                        _4x2+x  
                           4x2+8x+12   
                                    -7x-12 
 
   x5 + 4x     =  ( x3-2x2+x+4) + -7x-12         ; 
x2  + 2x +3                                x2  + 2x +3   
 
 
Теорема 1: Если в правильной рациональной дроби знаменатель разложен в виде 

произведения линейных двучленов и квадратных трехчленов, не имеющих действительных 
корней: 

Q(x) = A0(х- а1)k1(х- а2) k2 …(х- аe) ke  (x2 + р1x + q1) t1(x2 + р2x + q2) t2  …(x2 + рsx + qs) 

ts, то  
правильная  рациональная дробь разлагается на элементарные дроби по следующей 

схеме. 
 
P(x)  =   B1      +   B2         +…+  Bk1       +   C1     +     C2    + … +  C k2       +   D1    +  D2     

+…+  D ke  +  
Q(x)      x-a1         (x-a1)2                (x-a1) k1     x-a2           (x-a2)2           (x-a1) k2     x-ae       

(x-ae) 2        (x-ae) ke         
 
+   E1 x +F1          +   E2 x +F2                   +…+ Et1 x +Ft1                 +   M1x +N1     +…+ 

Mts x +Nts              ;   
   x2 + р1x + q1      (x2 + р1x + q1)2          (x2 + р1x + q1)t1     x2 + рsx + qs          (x2 + рsx + 

qs) ts    
 
Пример: разложить на элементарные дроби следующую дробь: 
 
 x2  + x –1   =  A +   B   +   C         ;   где  A,B,C – неопределенные коэффициенты. 
  x(x+1)2          x     x+1     (x+1) 2 
 
x2  + x –1   =  A(x+1) 2 + Bx(x+1) + C x    ; 
 
I способ. 
x = -1             -1 = –C;  C=1;  1 = -4 + 2B + 1 ; 
x = 0               A = -1 ;   
x = 1                1 = 4A + 2B + C;   B=2; 
 
   x2  + x –1   =  -1  +   2   +   1          ;           
     x(x+1)2         x      x+1     (x+1) 2 
 
II способ. 
x2  + x –1   =  A(x+1) 2 + Bx(x+1) + C x    ; 
x2  + x –1   =  x2(A+B) + x(2A+B+C) + A   ; 
 
   A+B = 1 ;                  B=2; 
   2A+b+c = 1;              C=1; 
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   A = -1; 
 
Правило интегрирования рациональных дробей: 
 
1. Если дробь неправильная, то надо выделить целую часть, то есть представить дробь в 

виде:     P(x)   =   N(x)  +  T(x) 
             Q(x)                      Q(x)      
                           целая   
                           часть       правильная дробь. 
 
2. Знаменатель  дроби разложить на множители, то есть представить в виде двучленов  

первой степени и квадратных трехчленов,  не имеющих действительных корней. И 
разложить правильную дробь  на элементарные дроби по указанной выше схеме. 

3. Интеграл от рациональной дроби взять как сумму интегралов от целой части и от 
элементарных дробей. 

 
Пример: Найти интеграл. 
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                               12         

=
--+

++ò dx
xxx

x )
1

1252( 34  x2 + 5x +12 =
++-+ò )1)(1)(1( 2 xxxx

dx   

=   
)1)(1)(1(

1
2 ++-+ xxxx

 = =
++

+
+

-
+

+ 111 2 xx
DCx

x
B

x
A               

     1 = A(x-1)(x2+x+1) + B(x+1)( x2+x+1) + (Cx+D)(x2 – 1)     
      x=1:     1=6B;            B=1/6;     
      x=-1:    1=-2A;         A=-1/2;       
      x=0:      0=A+B+C    D=2/3;  c:=-1/3;                                              =  
 

= x2 + 5x + 12 =
++

+-
+

-
+

+

-

ò ò ò )
1
3
2

3
1

16
1

1
2
1

( 2 dx
xx

x

x
dx

x

dx
 x2 + 5x – 6ln|x+1| + 2ln|x-1| +  

2 =
++

-
ò dx

xx
x

1
22

2  x2 + 5x – 6ln|x+1| + 2ln|x-1| +2 =
++
-+

ò dx
xx

x
1
312

2  x2 + 5x – 6ln|x+1| + 2ln|x-

1| +2 =
++

-
++

+
òò 1

6
1

)12(
22 xx

dx
xx

dxx  x2 + 5x – 6ln|x+1| + 2ln|x-1| +2ln|x2+x+1| –  

– 6 =
++

ò
4
3)

2
1( 2x

dx    x2 + 5x – 6ln|x+1| + 2ln|x-1| +2ln|x2+x+1| – ÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
×

3
12

3
12 xarctg + C. 

2.15. Интегрирование иррациональных функций 
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I. Интеграл вида  dx
dcx
baxxR nò ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
+, ,  где ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+
+

n
dcx
baxxR ,  - рациональная функция 

относительно x   и n

dcx
bax

+
+

 , подстановкой  nt
dcx
bax
=

+
+   сводится к интегралу от 

рациональной функции относительно t. 
nt

dcx
bax
=

+
+  , ax + b = tncx + dtn, 

x = 
act

dtb
n

n

-
- . 

dx =  dt
act

cntdtbactdnt
n

nnnn

2

11

)(
)()(

-
---

-
--

 = dt
act
bcntandt

n

nn

2

11

)( -
- --

 = dt
act

bcadnt
n

n

2

1

)(
)(

-
--

, 

т.к. n

dcx
bax

+
+

= t , тогда 

òò =
-
-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

- -

dttrdt
act

bcadntt
act

dtbR n

n

n

n

)(
)(

)(; 2

1

; 

                  r(t)  
получаем, что ò dttr )( ,  где r(t)- рациональная функция от t. 
Замечание: 
 

dx
dcx
bax

dcx
baxxR mnò ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+
+

+
+ ,,  в этом случае заменой 

 

 St
dcx
bax
=

+
+   , где s-наименьшее общее кратное  чисел m и n. 

 
Пример: Вычислить интеграл. 

=
-+-
-+-

ò dx
xx
xx

)11)(1(
11

6

43

   x-1 = t12 ,          dx = 12t11 dt;     = dtt
tt
tt 11

212

34

12
)1(

)(
×

+
+

ò =  

                                          3 1-x = t4 ;       6 1-x = t2; 
                                                                4 1-x = t3;  
 

= 12 ò +
+ dt

t
tt
12

23

=                                   = 12 ò =÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

-+ dt
t
tt

1
11 2 12 ∫t dt  +12∫ dt - 12 ò +12t

tdt = 

                                     t3 + t2 |t2 +1  
                                                  ¯ t3 + t    t+1  
                                      _ t2–t 
                                         t2+1                            
                                            -t-1      
 
= 6t2 + 12t – 6 ∫ (t2+1)-1d(t2 +1) – 12arctg(t) =6t2 + 12t – 6 ln|t2+1| – 12arctg(t)  = 
= | x –1 =t12 ,  t = 12 1-x  | = 6 6 1-x  +12 12 1-x  -6ln| 6 1-x +1| - 12 arctg( 12 1-x ) + C; 
 
II. Интегралы от дифференцированных биномов (биномиальный дифференциал). 
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Определение :  xm(a + bxn)P dx – называется дифференциальным биномом. 
Академик Чебышев доказал, что ∫ xm(a  +  bxn)P dx выражается через элементарные 

функции в трех случаях: 
1) если P-целое, то следует сделать подстановку 
  tx =l , где λ – общий знаменатель чисел m и n. 
 

2)P – не целое,  
n

m 1+  - целое, тогда вводим   Sn tbxa =+ , где s – знаменатель P. 

3) P + 
n

m 1+  - целое, тогда замена такая: 

 ax–n + b = tS , где s – знаменатель P. 
В остальных случаях интеграл не берется. 
 
Пример: вычислить интеграл. 

ò ò=
+ 322 )1( xx

dx x–2 (1+x2)-3/2 dx =  m=-2; n=2; P=-3/2; 
n

m 1+ = - 
2
1 - не целое;         = 

                                                                                             P + 
n

m 1+  = -1 – целое;  

                                                                                                             
 

=  x–2  +1 = t2;         x–2 =  t2 –1;            x=( t2 –1)–1/2;            = –∫ (t2 –1) (
12

2

-t
t )–3/2 t (t2 –1) –

3/2dt=    
    dx= -1/2( t2 –1)–3/22tdt = -t ( t2 –1)–3/2dt; 

    x2 = ( t2 –1)–1= 
1

1
2 -t

 ;  1+ x2 = 1 +
1

1
2 -t

 = 
12

2

-t
t   

= –∫ (t2 –1) t–2 dt = –∫dt + ∫t–2dt = –t – t-1  = -t – 
t
1   + C = 

1

11
2

2

+
-+-

-

-

x
x +C =  

= 
1

1
2

2

+
-

+
-

x
x

x
x + C; 

 
III. Тригонометрические подстановки. 
а) Интеграл вида ò - dxxaxR ),( 22  подстановкой x = a∙sin(t)  сводится к интегралу от 

рациональной функции относительно  sin(t)  и cos(t). 
 

ò - dxxaxR ),( 22  =  x=a∙sin(t);            dx=acos(t) dt      = ò dttatataR )cos())cos();sin(( = 

                                    22 xa -  = a∙cos(t);                             обозначили r(sin(t), cos(t))       
                                          
= ò dtttr )cos();(sin( ; 
      рациональная функция относительно sin(t) и cos(t). 
 

ò - dxxa 22 = | x = a∙sin(t); dx = a∙cos(t) | = ∫ a∙cos(t) ∙ a∙cos(t) dt = a2 ∫ cos2(t) dt =  
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= a2 ò
+ dtt

2
2cos1 = a2/2 ∫dt + a2/4∫2cos(2t)dt = a2/2 t + a2/4∫cos(2t)d(2t)=a2/2 t + a2/4sin(2t) + 

C =     
=  x=a∙sin(t);  t = arcsin(x/a);                                                                                  = 

     sin(2t) = 2sin(t)cos(t) = 2 sin(arcsin(x/a)) cos(arcsin(x/a)) = 2 2

2

1
a
x

a
x

-               

=    =
-

+÷
ø
ö

ç
è
æ

2

222

2
arcsin

2 a
xaax

a
xa Cxx

a
xa

+-+÷
ø
ö

ç
è
æ 2

2

1
2

arcsin
2

; 

 
б) интеграл вида ò - dxaxxR ),( 22 =  

=  x= a∙ sec(t) = a/cos(t) ;   
t
tadx 2cos
)sin(

= ;                                                                

    
)cos(
)sin()()sin(

)cos(cos
2

2

2
22

t
taattgt

t
aa

t
aax =×=×=-=-  |     = 

 

   = ò ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
dt

t
ta

t
ta

t
aR

)cos(
)sin(

)cos(
)sin(;

)cos(
= ∫ r(sin(t), cos(t))dt. 

           
                  r(sin(t), cos(t))  
 
 ò - dxaxxR ),( 22  подстановкой x= a∙ sec(t) сводится к интегралу от рациональной 

функции относительно sin(t) и cos(t). 
 
в) интеграл вида ò + dxxaxR ),( 22 =  

=  x = a∙tg(t) = a 
)cos(
)sin(
t
t ;       

)cos(
1)(22222

t
attgaaxa =+=+    =   =

dt
t

a
t

a
t
taò ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
)(cos)cos(

;
)cos(
)sin(

2 =  ∫   r(sin(t), cos(t)) dt. 

              r(sin(t), cos(t))  
 
Этот интеграл  ò + dxxaxR ),( 22  подстановкой x = a∙tg(t)  сводится к интегралу от 

рациональной функции относительно sin(t) и cos(t). 
 
Замечание:  
Рассмотрим ò ++ dxcbxaxxR ),( 2  преобразуем в выражение  

ax2+bx+c = a (x2 + 

a
b x + 

a
c ) = a ((x+

a
b
2

)2 + 
a
c  – 2

2

4a
b ) = a ((x+

a
b
2

)2 + 2

2

4
4

a
bac - ) ; 

если обозначить  x+
a
b
2

= t ;     2

2

4
4

a
bac -  = ± m 2  ;тогда 

ax2+bx+c = a(t2 ± m 2); 

x =  t – 
a
b
2

;  dx=dt; 
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ò ++ dxcbxaxxR ),( 2 = ò ÷
ø
ö

ç
è
æ ±- dtmta

a
btR )(,
2

22 . 

 
 
 
 
 
2.16. Интегрирование тригонометрических функций 
I. Интеграл вида ò dxxxR ))cos();(sin(   , где  R(sin(x), cos(x)) – это рациональная функция 

относительно sin(x) и cos(x)  подстановкой  tg
2
x = t  сводится к интегралу от рациональной 

функции относительно t. 
Действительно найдем. 

 
2
x  = arctg(t); 

x = 2 arctg(t);                  dx = 21
2

t
dt
+

; 

sin(x) = sin2
2
x  = 

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

22 xx

xx

+
; 

разделим числитель и знаменатель на cos2

2
x ;   |tg

2
x  = t| 

sin(x) = 2
2 1

2

2
1

2
2

t
t

xtg

xtg

+
=

+
; 

cos(x) = 

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

22

22

xx

xx

+

-
 , делим на cos2

2
x ; 

cos(х) = 2

2

2

2

1
1

2
1

2
1

t
t

xtg

xtg

+
-

=
+

-
; тогда 

ò dxxxR ))cos();(sin(  = ò +
-

+
dt

t
t

t
tR )

1
1;

1
2( 2

2

2  = ∫ r(t) dt,   где r(t) – рациональная функция   

                                                                                                           относительно t.    
                                                   r(t) 
 
Пример: Вычислить. 

ò ++ 4)cos(5)sin(4 xx
dx  = | tg

2
x = t  |  = ò

+
+
-

+
+

+

4
1
15

1
24

1
2

2

2

2

2

t
t

t
t

t
dt

 = ò
+

+-
+ )

1
98)(1(

2

2

2
2

t
ttt

dt = 

= 2 ò ++- 982 tt
dt = -2 ò -- 982 tt

dt = -2 ò --
-

25)4(
)4(

2t
td = C

t
t

+
+
-

-
1
9ln

5
1 ; 
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Такая подстановка называется универсальной, т.е. она пригодна для вычислений 

интеграла  sin(x) и cos(x). 
 
Замечание 1:  часто применение универсальной подстановки приводит к громоздким 

вычислениям. Некоторые интегралы могут быть решены другим способом. 
 
а) ∫ R(sin(x))cos(x) dx = | sin(x) =t;  cos(x)dx = dt | =  ∫ R(t) dt. 
∫ R(t) dt – интеграл от рациональной функции относительно t. 
 
б) ∫ R(cos(x))sin(x) dx = –   ∫ R(t) dt; 
 

в) ∫ R(tg(x)) dx = |  tg(x)=t;   x= arctg(t);   dx = dt/(1+t2)| = ò +
dt

t
tR

21
)(  = ∫r(t)dt , 

                                                                                                  r(t) 
где r(t)- рациональная функция относительно t. 
 
Пример: вычислить интеграл. 

ò +
dx

x
x

)sin(2
cos3

= ò +
- dxx

x
x )cos(
)sin(2

sin1 2

= |sin(x) = t ;  cos(x)dx=dt| = ò +
- dt

t
t

2
1 2

 =  

=   _-t2 +1    |t+2        =∫(2  –  t  –3/(t+2))dt  =  2t  –  t2/2 – 3 ln|t+2| = 2 sin(x)-1/2sin2x  –
3ln|sin(x)+2|+C    

      - t2-2t   -t+2                  
        _ 2t+1  
           2t+4     
               -3     
Замечание2: если подынтегральная функция содержит sin(x) и cos(x) в четной степени и 

произведение sin(x)cos(x), то целесообразней применять подстановку tg(x) = t,  тогда  

 x = arctg(t),  dx = 21 t
dt
+

;  

2

2

2

2
2

11
sin

t
t

xtg
xtgx

+
=

+
= ; 

22
2

1
1

1
1cos

txtg
x

+
=

+
= ; 

sin(x)cos(x) = 21 t
t
+

; 

 В результате получается рациональная функция относительно t. 
 

Пример:  ò -+ )(cos16)cos()sin(6sin 22 xxxx
dx  = |  tg(x) = t ;  dx = 21 t

dt
+

|  =  

 

 = ò
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-
+

+
+

+ 222

2
2

1
116

1
6

1
)1(

tt
t

t
tt

dt  = ò -+ ttt
dt
62 = ò -+ 25)3( 2t

dt  = 
53
53ln

10
1

++
-+

t
t = 

=
8
2ln

10
1

+
-

t
t  = 

8)(
2)(ln

10
1

+
-

xtg
xtg  + C. 
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II. Интеграл вида  ò dxxx nm )(cos)(sin  
а) 
I случай. m и n – положительные, одно из них нечетное. 
Пусть m=2p+1 ,  тогда ∫sin2p(x)cosn(x) sin(x)dx = – ∫(sin2x) p cosn(x) d(cos(x)) =   
= – ∫(1 –cos2x) p cosn(x) d(cos(x)). 
 
II.случай.  m и n – целые, положительные, четные. 
Пусть m=2p,  n=2q, тогда 
∫sinm(x)cosn(x)dx = ∫sin2p(x)cos2q(x)dx = ∫(sin2x) p(cos2x) qdx = 

ò ÷
ø
ö

ç
è
æ +

÷
ø
ö

ç
è
æ - dxxx qp

2
2cos1

2
2cos1 ; 

Возводя скобки в соответствующие степени и разбивая интеграл на сумму интегралов, 
в результате получаем интегралы либо типа а), либо типа б). 

 
III.случай. m + n = –2k;  tg(x)=t;  ctg(x)=t; 
 
Пример1:  
 I.случай.  ∫sin5(x)cos2(x)dx = ∫sin4(x)cos2(x)sin(x)dx = –∫(sin2x) 2cos2(x)d(cos(x)) =  
= –∫(1 – cos2x) 2cos2(x)d(cos(x)) = –∫(cos2x – 2 cos4x +  cos6x)d(cos(x)) = –∫cos2(x)d(cos(x)) 

+  
+ 2 ∫cos4(x)d(cos(x)) –∫cos6(x)d(cos(x)) = – cos3(x)/3 + 2 cos5(x)/5 – cos7(x)/7  +C. 
 
2.17. Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции (не 

берующиеся)  
1. ( )dxxPxR nò )(,  ,  где Pn(x) – многочлен n-ой степени; не берется, если n выше 2-ой 

степени;  при n = 2,3,4.. – интеграл эллиптического типа. 
 
2. ò - dxe x2

 - интеграл Пуассона. 

3. dxxò )sin( 2  ; dxxò )cos( 2     - интегралы Френеля. 

4. ò x
dx

ln
 и сводящийся к нему dx

x
e x

ò  - интегральный логарифм. 

5. ò dx
x

x)sin( ; ò dx
x

x)cos( ; - интегральный синус, интегральный косинус. 

 
2.18. Определенный интеграл 

Задача нахождения площади криволинейной трапеции. 
Дано:  y = f(x)  непрерывна на отрезке [a,b] 
  
 
 
 
               y 
                                                                     y=ƒ(x) 
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                           ζ1  ζ2   ζi             ζn 
                 0     a   x1  xi-1 xi          xn-1                  b        x     

Рис. 5. Криволинейная трапеция 
Фигура, ограниченная кривой y=ƒ(x) прямыми x=a и y=b и осью Ox называется 
криволинейной трапецией. 
Найдем площадь: 
1) разобьем отрезок  [a,b]  на n частей точками a = xo < x1 < x2 <…< xi-1 < xi <..< xn = b. 
2) через точки деления проведем прямые параллельные оси Оу. В каждом частичном отрезке  
[Xo , X1] , [ X1,X2 ] , … [ Xi-1, Xi ] … [ Xn-1, Xn ]   выберем произвольные точки 
    ζ1               ζ2                     ζi                     ζn 

Найдем значения функции в этих точках  ƒ(ζ1), ƒ(ζ2), ƒ(ζi), ƒ(ζn),   и найдем сумму площадей 
прямоугольников с основанием  Δхi =  хi – хi-1,  i=1,n . 

Сумма площадей прямоугольников равна: 
            

å
=

D=
n

i
iin xfS

1

)(z , за площадь криволинейной трапеции принимается предел, к которому 

стремится эта сумма: 

å
=¥®¥®

D==
n

i
ii

n
n

n
xfSS

1

)(limlim z . 

 
1. Разобьем отрезок  [a,b]  на n частей точками a = xo < x1 < x2 <…< xi-1 < xi <..< xn = b. 
2. В каждом частичном отрезке [ Xi-1, Xi ] длиной  Δхi  выберем произвольные точки ƒ(ζi) 
(i=1,n ) 
3. Найдем значение функции в этих точках ƒ(ζi). 

4. Найдем сумму å
=

D
n

i
ii xf

1

)(z  - интегральная сумма. 

Каждая сумма зависит от выбора точки и от способа разбиения отрезка на части. 
Разбивая произвольные образом отрезок на части и выбирая различные точки, получаем 
последовательность интегральных сумм. 
 
Определение 1:  Если существует предел последовательности интегральных сумм, 
независящей от выбора точки и от способа разбиения отрезка на части, то он называется 
определенным интегралом от функции ƒ(х) на отрезке [a,b] и обозначается 

ò
b

a

dxxf )( , итак по орпеделению1: ò
¥®

=
b

a n
dxxf lim)( å

=

D
n

i
ii xf

1

)(z , тогда площадь криволинейной 

трапеции: Sкр.тр.= ò
b

a

dxxf )( . 

Определение2:  Функция называется интегрируемой на отрезке [a,b], если существует 
определенный интеграл от этой функции на этом отрезке. 
 
Если функция непрерывна на отрезке [a,b], то она интегрируема на этом отрезке. 
Замечание: Геометрический смысл интеграла есть площадь криволинейной трапеции. 

Sкр.тр.= ò
b

a

dxxf )( . 

Свойства определенного интеграла. 
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1. ò -=
b

a

abdx .                              y   

                                                        1    
                                                        
                                                             a                       b            x 

2. ò
b

a

dxxf )(  = ò-
a

b

dxxf )( .        

 
3. Рассмотрим: коэффициент выносится за знак интеграла. 

ò
b

a

dxxkf )(  = k ò
b

a

dxxf )( .   

                         Доказательство: 

ò
b

a

dxxkf )(  = å
=®

D
n

i
ii

x
xkf

10
)(lim z  = k å

=®

D
n

i
ii

x
xf

10
)(lim z  = k ò

b

a

dxxf )( ; 

 

4. ( )ò +
b

a

dxxfxf )()( 21 = ò
b

a

dxxf )(1 + ò
b

a

dxxf )(2 . 

                           Доказательство: 

( )ò +
b

a

dxxfxf )()( 21 =| по определению| = ( )å
=®

D+
n

i
iii

x
xff

1
21

0
)()(lim zz =  =

( ) ( ) ÷
ø

ö
ç
è

æ
D+Då å

= =®

n

i

n

i
iiii

x
xfxf

1 1
21

0
)()(lim zz = ( )å

=®

D
n

i
ii

x
xf

1
1

0
)(lim z + ( )å

=®

D
n

i
ii

x
xf

1
2

0
)(lim z  = = ò

b

a

dxxf )(1  + 

ò
b

a

dxxf )(2 . 

 
5. Если [a,b] точкой c делится на 2 отрезок [a,c]  и [c,b], то  

ò
b

a

dxxf )(  = ò
c

a

dxxf )(  + ò
b

c

dxxf )( . 

                                          Доказательство: 
Рассмотрим 1 случай: с между а и b. 
                                    Так как определенный интеграл – предел последовательности        
       интеграла суммы,  не зависящего от способа  разбиения отрезка на   части ,  то разобьем 
отрезок на части так, чтобы точка с совпала с точкой разбиения. 

Тогда å D
b

a
ii xf )(z  =   å D

c

a
ii xf )(z  + å D

b

c
ii xf )(z   . 

Перейдем в этом равенстве к пределу при х→0, получим: 

 lim
0®x
å D

b

a
ii xf )(z  =lim

0®x
å D

c

a
ii xf )(z  +  lim

0®x
å D

b

c
ii xf )(z     ; 

   ò
b

a

dxxf )(  = ò
c

a

dxxf )(  + ò
b

c

dxxf )( . 

 2 случай: Пусть с лежит вне отрезка [a,b]      a                   b           c      
Тогда по показанному в 1случае,                     |                     |                 | 
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ò
c

a

dxxf )(  = ò
b

c

dxxf )(  + ò
c

b

dxxf )( ; 

Но  ò
c

b

dxxf )(  = –   ò
b

c

dxxf )( ; 

Тогда    ò
c

b

dxxf )(  = ò
b

a

dxxf )( - ò
b

c

dxxf )( ; 

Отсюда:  ò
b

a

dxxf )(  = ò
c

a

dxxf )(  + ò
b

c

dxxf )( . 

 

6. Если на отрезке [a,b]  ƒ(x)≥0 , то ò
b

a

dxxf )( ≥0. 

                                   Доказательство: 
По условию ƒ(ζi)≥0 ,  Δxi  = xi – xi-1 >0; 

Тогда   å
=

³D
n

i
ii xf

1

0)(z  

( ) 0)(
10

lim ³Då
=®

n

i
ii

x
xf z , таким образом, ò

b

a

dxxf )( ≥0. 

 

7. Если на отрезке [a,b] ƒ1(х)≥ ƒ2(х), то ò
b

a

dxxf )(1 ≥ ò
b

a

dxxf )(2 . 

8. ò
b

a

dxxf )( ≤ ò
b

a

dxxf )( ; 

                              Доказательство: 
Известно, что – )(xf ≤ ƒ(х)≤ )(xf . 
По свойству 7 

–  ò
b

a

dxxf )(  ≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ ò
b

a

dxxf )( ,  по свойству абсолютной величины 

ò
b

a

dxxf )( ≤ ò
b

a

dxxf )( ;  

 
9. Если функция  y = ƒ(х) непрерывна на отрезке [a,b], то  

m(b-a) ≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ M(b-a) 

Оценка интеграла. 
                             Доказательство: 
Так как функция ƒ(х) непрерывна на [a,b], то по свойству непрерывной на отрезке функции, 
она достигает на этом отрезке своего наименьшего значения m и наибольшего значения M. 
Тогда  m≤ ƒ(х) ≤ M 

По свойству 7:    ò
b

a

mdx≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ ò
b

a

Mdx ; 
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По свойству 3:   m ò
b

a

dx≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ M ò
b

a

dx ; 

По свойству 1:    m(b-a) ≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ M(b-a).  

Теорема о среднем. 
 Если функция непрерывна на [a,b], то внутри отрезка найдется по крайней мере  одна точка 
ζ, в которой имеет место равенство: 

ò-

b

a

dxxf
ab

)(1  = ƒ(ζ)  или 

ò
b

a

dxxf )(  = (b – a) ƒ(ζ); 

                                   Доказательство: 
Так как функция непрерывна на отрезке по свойству 9 имеем: 

m(b-a) ≤ ò
b

a

dxxf )( ≤ M(b-a); 

разделим на (b-a): 

m ≤ ò-

b

a

dxxf
ab

)(1 ≤ M; 

обозначим ò-

b

a

dxxf
ab

)(1  через μ,  тогда: 

m ≤ μ ≤ M; 
Так как функция непрерывна на отрезке [a,b], то по свойству функции, непрерывной на 
отрезке, она принимает любое значение, по крайней мере в одной точке, данного между m и 
M. 
Значит, найдется такая точка  ζ Î [a, b], в которой функция принимает значение равное μ. 
Т.е.   ƒ(ζ) =  μ; 

Таким образом ò-

b

a

dxxf
ab

)(1  = ƒ(ζ);                          

                                                                                          ƒ(х)   
  
 
                                                            
 
 
                                   
                                                  a                            ζ                   b 

Рис. 6. Геометрический смысл теоремы о среднем 

ò
b

a

dxxf )( = ƒ (ζ)(b-a); 

Площадь криволинейной трапеции равна площади прямоугольника с основанием b-a и 
высотой, равной значению функции в некоторой «средней» точке ζ. 
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2.18.1. Интеграл с переменным верхним пределом 
Функция y = ƒ(х) непрерывна на отрезке [a,b], хÎ [a, b]; 

Рассмотрим интеграл ò
b

a

dttf )(  - интеграл зависит от х, т.е. является функцией от х. 

                                                                         y              
                                                                                                          y = ƒ(х) 
 
 
 
                                                                                                          ΔΦ 
                                                                                                              
                                                                                                              x+Δx                                                                                      
                                                                        0      a                 x      ζ            b         x        

Рис. 7. Интеграл с переменным верхним пределом 
Обозначим  интеграл   Φ(х).  Переменную интегрируемую обозначаем через t, чтобы не  
спутать с верхним пределом х. 
 
Теорема:  Производная  от интеграла  с переменным верхним пределом от непрерывной  
функции по верхнему пределу равна подынтегральной функции, с заменой переменной, 
интегрируемой  на верхнем пределе, т.е. 

 x

b

a

dttf
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ò )(  = ƒ(х); 

                                    Доказательство: 
Дадим х приращение Δх, тогда Φ(х), получим приращение ΔΦ=Φ(х+ Δх) - Φ(х) =  

= ò
D+ xx

a

dttf )( – ò
x

a

dttf )(   =  |  по свойству 4|  =  ò
x

a

dttf )( + ò
D+ xx

a

dttf )( – ò
x

a

dttf )(  = { по теореме о 

среднем} = ƒ (ζ)(x + Δх –x) = ƒ(ζ)Δх. 
Итак, получили, что ΔΦ = ƒ(ζ)Δх. 
Разделим обе части на Δх, получим: 

xD
DF  = ƒ(ζ), где ζ лежит между  х и х + Δх. 

Перейдем к пределу. 

lim
0®Dx

(
xD

DF ) = lim
0®Dx

 ƒ(ζ);                     

при  Δх→0   (х+ Δх) →х, а  ζ →х; 

lim
0®Dx

(
xD

DF ) = ƒ(х).   Но этот предел есть производная от Φ'(х) 

Φ'(х) = ƒ(х); 
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x

b

a

dttf
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ò )(  = ƒ(х); 

Замечание 1:  из доказательства видно, что функция Φ(х) является первообразной для 
функции ƒ(х), а значит попутно доказали теорему. 
Замечание 2: 
Если функция непрерывна на [a,b] , то на этом отрезке существует первообразная функции.  
Интеграл с переменным верхним пределом и неопределенный интеграл связаны следующим 
соотношением: 
 

CdttfCxdxxf
x

a

b

a

+=+F= òò )()()( . 

 
2.18.2.           Формула Ньютона-Лейбница 

   Имеем:  

)()( xdxxf
x

a

F=ò , где Φ(х) – первообразная для функции ƒ(х). 

Пусть F(x) - другая первообразная этой функции, тогда 
Φ(х) =  F(x) + C, 

=ò
x

a

dttf )(  F(x) +C, 

предположим, в этом равенстве  x=a, 
получим: 

=ò
a

a

dttf )(  F(a) + C;  но  =ò
a

a

dttf )(  0, 

тогда F(a) + C = 0, т.е.  С =  – F(a); 
подставим в исходное значение 

 =ò
x

a

dttf )( F(x) – F(a), предположим  х=b, тогда 

 =ò
b

a

dttf )(  F(b) – F(a),  заменим  t на х 

=ò
b

a

dxxf )(  F(b) – F(a) = F(x) | b
a ; 

 

Пример:  =
+ò

-

1

1
21 x

dx  arctg(x) |1
1-  = arctg1 – arctg(-1) = 2arctg1 =  2π/4 = π/2. 

 
2.18.3. Замена переменной в определенном интеграле 

            Пусть функция ƒ(х) непрерывна на отрезке [a,b], а значит существует  

=ò
b

a

dxxf )(  F(b) – F(a),  где  F(x) первообразная для функции ƒ(х) и  пусть х = φ(t), где tÎ[α,β]. 

 
Теорема:  Если: 

1) φ(α) = а,  φ(β) = b. 
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2) функции  φ(t) и φ'(t) непрерывны на отрезке [α,β] 
                           3) функция  ƒ(φ(t)) непрерывна на отрезке [α,β], 

то =ò
b

a

dxxf )(  dtttfò ¢×
b

a

jj )())(( . 

                                       Доказательство. 
В параграфе о замене переменной в неопределенном интеграле было доказано,  что функция 
F(φ(t))  является первообразной для функции  ƒ(φ(t))· φ'(t), поэтому  

dtttfò ¢×
b

a

jj )())((  = F (φ(t)) b
a  = F(φ(β)) –  F(φ(α)) = F(b) – F(a) = ò

b

a

dxxf )( , 

что и требовалось доказать. 
 
Пример: Вычислить интеграл: 

 ò -
1

0

21 dxx  = | x = sin(t), 21 x-  = cos(t),  dx = cos(t)dt,  при х=0, t=0;  при х=1, t = π/2  | =   

= ò
2

0

2cos

p

tdt = ò
+2

0 2
2cos1

p

dtt
 = 2

04
2sin

2

p

÷
ø
ö

ç
è
æ +

tt  = 
4
p  +0 – 0  = 

4
p  . 

 
 

2.19. Интегрирование по частям 
∫ U dV = UV – ∫V dU; 

ò
b

a

U dV = UV 
b

a
  –  ò

b

a

V dU; 

 

Пример:  ò =
2

0

sin

p

xdxx  |  U=x;   dU=dx;   dV  =  sin(x)  dx;   V=  -cos(x)  |  =  –x  cos(x) 2
0

p

 +   +

ò =
2

0

)cos(

p

dxx  sin(x) 2
0

p

 =1. 

 
2.20. Несобственные интегралы 

Несобственными интегралами называют: 
1) интегралы с бесконечно верхними или нижними пределами интегрирования. 
2) Интегралы от неограниченных функций на отрезке [a,b] или интегралы от разрывных 

функций на отрезке [a,b]. 
 
Рассмотрим 1: 

Пусть функция ƒ(х) непрерывна на [a, +∞).  Если существует ò
¥®

b

ab
dxxf )(lim , то он 

называется несобственным интегралом  с бесконечным верхним пределом и обозначается     

ò
¥

a

dxxf )( . 

  
Итак, по определению: 



55 
 

ò
¥

a

dxxf )(  = ò
+¥®

b

ab
dxxf )(lim , если этот предел существует, то интеграл называется  

сходящимся, в противном случае расходящимся. 
Аналогично 

ò
¥-

b

dxxf )( = ò
-¥®

b

aa
dxxf )(lim , если этот предел существует, то интеграл называется  

сходящимся,  в противном случае  расходящимся. 
 

Интеграл вида:  ò
¥

¥-

dxxf )(  = |по свойству 5  определенного интеграла| = ò
¥-

c

dxxf )( + 

 + ò
+¥

c

dxxf )(  = ò
-¥®

c

aa
dxxf )(lim  + ò

+¥®

b

cb
dxxf )(lim  - интеграл сходится. 

 
 

Пример: Вычислить ò
+¥

¥- + 21 x
dx ;  

Тогда, ƒ(х) = 21
1
x+

;            

ò
+¥

¥- + 21 x
dx  = ò

¥- +

0

21 x
dx  + ò

+¥

+0
21 x

dx  =  ò +-¥®

0

21lim
aa x

dx  + ò ++¥®

b

b x
dx

0
21lim  = 

0
)(lim aa

xarctg
-¥®

  +  

+ 
b

b
xarctg

0
)(lim

+¥®

 = lim
-¥®a

(0 – arctg(a)) + lim
+¥®b

(arctg(b) – 0) = -(-
2
p ) + 

2
p  = 

2
p +

2
p  = π. 

 
Рассмотрим 2:  несобственные интегралы от разрывных функций. 
   Пусть функция ƒ(х) непрерывна на отрезке [a,c). 

Если существует ò
-

®

e

e

c

a

dxxf )(lim
0

, то                                        

он называется несобственным интегралом   
от неограниченной функции в точке с  и  

обозначается ò
c

a

dxxf )( .                                                                                                                                                                                 

      Пусть функция ƒ(х) непрерывна на отрезке (c,b]. 

     ò
b

a

dxxf )(  = ò
+®

b

c

dxxf
dd

)(lim
0

. 

Пусть функция ƒ(х) непрерывна на отрезке [a,b], кроме точки c,  a<c<b, тогда 

 ò
b

a

dxxf )(  = ò
c

a

dxxf )(  + ò
b

c

dxxf )(   =  ò
-

®

e

e

c

a

dxxf )(lim
0

 + ò
+®

b

c

dxxf
dd

)(lim
0

.  

                                                              Если оба эти предела существуют, то несобственный           
                                                                интеграл называется сходящимся, а если один из       
                                                                 пределов не существует, то расходящимся.                                                                            
 

Пример: ò
-

1

1
2x

dx  ; 
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х = 0  - точка разрыва;     ƒ(х)  = 2

1
x

  ; 

ò
-

1

1
2x

dx  = ò
-

0

1
2x

dx  + ò
1

0
2x

dx  =  ò
-

-®

e

e 1
2

0
lim x

dx  + ò
®

1

2
0

lim
dd x

dx  =  
e

e

-

-
®

-
10

)1(lim x
 + 

1

0
)1(lim dd x

-
®

 =  

= )11(lim
0

--
® ee

+ )11(lim
0 dd

+-
®

 = ∞ + ∞ = ∞, значит интеграл расходится. 

 
2.21. Приложения определенного интеграла 

Площадь плоской фигуры. 
Ранее было установлено, что площадь криволинейной трапеции есть : 

 S =  ò
b

a

dxxf )( ,  из свойства определенного интеграла видно, что  ƒ(х) ≥ 0, то ò
b

a

dxxf )( ≥ 0, 

т.е. S ≥ 0;     если ƒ(х) ≤ 0 , то ò
b

a

dxxf )( ≤ 0,  то S = │ ò
b

a

dxxf )( │; 

       y                                                               S = S1 + |S2 | + S3.    
 
 
 
                s1                s3     
  
                         s2                          x 
Рис. 8. Площадь плоской фигуры 
 
 
Пример: найти площадь фигуры, ограниченной осью Ох и кривой  y=cos(x) , где x ],0[ pÎ . 

S1 = ò =
2

0

2
0

)sin()cos(

p
p

xdxx  = 1;              S2 = ò =
p

p

p

p

2
2

)sin()cos( xdxx  =  –1  ; 

S = S1 + | S2|  = 1 + 1 = 2. 
 
Площадь криволинейной трапеции, если функция задана параметрически. 
  Пусть кривая задана параметрически уравнениями:    
    х  = φ(t) ,  t ],[ baÎ   
   y =  ψ (t), 
    где φ(t), φ'(t) и ψ (t) непрерывны на  отрезке [α,β]. 

S = ò
b

a

dxxf )(  = ò
b

a

ydx  = |сделаем замену переменной| = | x = φ(t), dx = φ'(t)dt; |; 

S = ò
b

a

ydx  = | φ(α) =a; φ(β) =b; | = ò ¢×
b

a

jy dttt )()( . 

S = ò
b

a

ydx  = ò ¢×
b

a

jy dttt )()( . 

 
Пример: Найти площадь фигуры, ограниченной осью Ох и одной аркой циклоиды. 
  x = a( t-sin(t) );                                        y  
  y = a ( 1- cos(t)); 
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при  t = 0;      x=0; y=0; 
        t = π;      x=aπ;  y=2a; 
        t = 2π;    x=2πa; y=0; 
φ'(t) = a – acos(t) = a (1-cos(t));                    
                                                                    0          aπ        2aπ                                  x   

Рис. 9. Площадь фигуры, заданной параметрически 

S =    dtttò ¢×
b

a

jj )()( = ò --
p2

0

)cos1)(cos1( adttta = a2 ò -
p2

0

2)cos1( dtt = a2 ò +-
p2

0

2 )coscos21( dttt = 

= a2 ò
+

+-
p2

0

)
2

2cos1cos21( dttt = a2 p2

04
2sinsin2

2
3

÷
ø
ö

ç
è
æ +-

ttt = 3πa2. 

 
  Длина дуги кривой в декартовых координатах. 

Дана функция  y = ƒ(x), непрерывная на отрезке [a,b], вместе с   ƒ '(x). 
Определение: за длину дуги кривой принимается предел, к которому стремится длина 
вписанной ломаной линии, когда число звеньев этой ломаной неограниченно увеличивается.                     

                                         B         
                      ΔLi                                           
y         ƒ(x)                   Δyi        
                         Δxi   
 
   ΔL1   
 
    A 
                          ξi                              
0 a=x0 x1    xi-1             xi   b=xn    x 
 
Рис. 10. Длина дуги в декартовых координатах 

Разобьем отрезок [a,b]на nчастей точками a0 = x0 < x1 <..< xi-1< xi <..< xn = b; 
Проведем ординаты через точки деления и соединим хордами их концы. Длины звеньев 
ломанных обозначим: ΔL1, ΔL2, …, ΔLi, …, ΔLn. 

Проведем прямую параллельную Ох . 
Δyi  = ƒ(xi) - ƒ(xi-1). 
Длина ломанной линии  Ln : 

Ln = å
=

D
n

i
iL

1

,  а длина кривой по определению: L = lim
¥®n

 ΔLn   = lim
¥®n
å
=

D
n

i
iL

1

; 

Найдем ΔLi. 

ΔLi = 
22
ii yx D+D  =  i

i

i x
x
y

D×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
D
D

+
2

1 ; 

)(
)()(

1

1
i

ii

ii

i

i f
xx

xfxf
x
y

x¢=
-
-

=
D
D

-

- ; ( по теореме Лагранжа) 

так поступаем с каждым звеном, тогда ΔLi = ( ) ii xf D×¢+ 2)(1 x ,  так  как по условию ƒ(x) и 

ƒ´(x) непрерывны на отрезке [a,b], то функция ( )2)(1 xf ¢+  - непрерывна на отрезке [a,b], а 

значит существует определенный интеграл:  
ò
b

a ( )2)(1 xf ¢+  dx. 
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Итак, L = lim
¥®n

( )å
=

D×¢+
n

i
i xf

1

2)(1 x  =  
ò
b

a ( )2)(1 xf ¢+  dx =  
ò
b

a ( )21 y¢+  dx. 

 
Пример: найти длину окружности. 
 x2 + y2 = a2; 

y = 22 xa - ; значит  L = 4 
ò
a

0 ( )21 y¢+  dx ; 

y´ =  
22222

2

xa

x

xa

x

-

-
=

-

-
; 

4 
ò
a

0

22

2

1
xa

x
-

+  dx = 4
ò
a

0

22

2

xa
a
-

 dx = 4a
ò
a

0

22 xa

dx

-
  = 4a arcsin

a

a
x

0
= 4a (π/2) = 2πa. 

Длина кривой заданной параметрически. 
   x = φ(t),      t Î[α, β] ; 
   y = ψ(t),  
 
Функции ψ(t), φ(t), φ'(t) непрерывны на отрезке [α, β], причем  φ'(t) ≠ 0. 
Используем формулу: 

L = 
ò
b

a ( )21 y¢+  dx, ранее было установлено, что  
)(
)(

t
ty x j

y
¢
¢

=¢ (для параметрической 

функции), и пусть φ(α) = а;  φ(β) = b, найдем  dx = φ'(t)dt, тогда сделаем замену в интервале  

L = 
ò
b

a ( )21 xy¢+  dx = 
ò
b

a
2

)(
)(1 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¢
¢

+
t
t

j
y  φ'(t)dt = 

ò
b

a ( ) ))(()( 2 tt yj ¢+¢ dt  

или L =  
ò
b

a ( ) 22 )( tt yx ¢+¢ dt. 
  
Пример: найти длину одной арки циклоиды. 
  x = a (t –sin(t)), 
  y = a (1 –cos(t)),  t Î[0, 2π]; 
 
x´t = a (1 –cos(t));    y´t  = a sin(t);     

( ) 22 )( tt yx ¢+¢  = tata 2222 sin)cos1( +-   =  a ttt cos2sincos1 22 -++  = a )cos1(2 t- =  

= a 
2

sin22 2 t
×  = 2a sin

2
t

; 

y 
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 0                             2πa             x   
Рис. 11. Длина одной арки циклоиды.  
 

L = 
ò
p2

0
2a sin

2
t

 dt = 4a 
ò
p2

0
sin

2
t

 d(
2
t ) = –4a cos

2
t

 

p2
0

= –4a (-1-1) = 8a; 

L = 2 
ò
p

0
2a sin

2
t

 dt = 8a 
ò
p2

0
sin

2
t

 d(
2
t ) =  –8 a cos

2
t

p
0

 = 8a;  

              
Длина дуги в полярных координатах. 
  Пусть кривая задана а полярной системе координат p=ƒ(φ),  φÎ[α, β] , используем формулу: 
 x = p cos(φ) = ƒ(φ) cos(φ); 
 y = p sin(φ) = ƒ(φ) sin(φ); 
последнюю запись можно рассмотреть как параметрическое задание функции, где 
параметром  является φ. 

L =  
ò
b

a ( ) 22 )( jj yx ¢+¢ dφ; 
x'φ =  ƒ'(φ)cos(φ) – ƒ(φ)sin(φ);     
y'φ =  ƒ'(φ)sin(φ) + ƒ(φ)cos(φ);  
(x'φ)2= (ƒ'(φ)) 2 cos2 (φ) – 2ƒ'(φ)ƒ(φ)cos(φ)sin(φ) + (ƒ(φ)) 2 sin2 (φ); 
(y'φ)2= (ƒ'(φ)) 2 sin2 (φ) + 2ƒ'(φ)ƒ(φ)cos(φ)sin(φ) + (ƒ(φ)) 2 cos2 (φ); 
(x'φ)2 + (y'φ)2= (ƒ'(φ)) 2  + (ƒ(φ)) 2  , тогда получаем 

L = 
ò
b

a 22 pp ¢+ dφ; 
  
Пример: найти длину кривой p=a (1 – cos(φ)); 
φ = 0;    p = 0;                                                                                         

φ =
2
p     p = a;                                                                   

φ  =π ;    p = 2a;                                                                                              

φ =
2

3p ;  p=a;                                                                         

φ =2π ;    p =0;                                                                                                          
 
p' = a sin φ; 

L =2 
ò
p

0 22 pp ¢+ dφ = 2
ò
p

0
jj 2222 sin)cos1( aa +-  dj  =   

=  2a
ò
p

0
jjj cos2sincos1 22 -++  dφ = 2a

ò
p

0
)cos1(2 j-  dφ = 2a

ò
p

0

2
sin22 2 j×  dφ =  

= -8a cos
pj
02

 = 8a (1-0) = 8a. 

  
           Вычисление объема тела по площади параллельных сечений. 
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Дано тело, ограниченное замкнутой поверхностью. В каждой точке xÎ[a,b]. Известна 
площадь сечения этого тела плоскостью перпендикулярной оси Ох. Эта площадь зависит 
                                                                                            от х, является функцией от х.                  
 
     
    
           
 
 
 
        a            x1         xi-1         ζi        xi           b          x 
Рис. 12. Объем тела 
Обозначим эту функцию,  Q(x) – непрерывна на отрезке [a,b]. 
Разобьем отрезок [a,b] на n частей точками:  a = x0 < x1 <..< xi-1< xi <..< xn = b; 
Проведем через эти точки плоскости перпендикулярные оси Ох, которые разбивают тело на 
слои. 
Выберем в каждой части отрезка [xi-1,xi] произвольные точки  ζi ( i =1,n) и найдем значение 
функции в этой точке, т.е. Q(ζi). 
Каждый слой заменим  цилиндром с основанием равным Q(ζi)  и высотой Δxi. 

Так поступим с каждым слоем, в результате получили некоторое «ступенчатое тело». Объем 
такого цилиндра равен Q(ζi) Δxi = Δvi. 

Тогда объем «ступенчатого тела»: 

ΔV =  å
=

D
n

i
iV

1

= å
=

D
n

i
ii x

1

)Q(z . 

За объем данного тела принимается предел, к которому стремится объем «ступенчатого 
тела», когда число точек деления неограниченно увеличивается: 

ΔV  = lim
¥®n
å
=

D×
n

i
i xQ

1

)(z  =  
ò
b

a
Q(x) dx. 

 
                                  Объем тела вращения. 

 
   Дана криволинейная трапеция, ограниченная прямыми x = a,  x = b, осью Ох и кривой 
y=ƒ(x). Эта трапеция вращается вокруг оси Ох.  В результате получили тело. 
                                                                                        Сечение этого теле в каждой точке есть        
y                                                                                       круг  с радиусом ƒ(x). 
                       y=ƒ(x)                                                       Значит площадь ьакого сечения       
                                                                                         Q(x) = πy2 = πƒ2 (x).     
                    ƒ(x)                                                               Объем этого тела равен:  
          a               x                      b                                      

                                                              x                              Vox =  
ò
b

a  πy2dx = π 
ò
b

a  y2dx. 
 
 
 
Рис. 13. Объем тела вращения 
Аналогично находится площадь фигуры с осью Оу.   
                                                                  Фигура ограничена линиями c и d, осью Оу и  
                        у                                         x = ƒ(y). 
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                                                                   Voy =  π 
ò
b

a  x2dy.                            
 
 
            
                                                                      
                        
 
 
                                                           x    
Рис. 14. Объем тела вращения 
 
 
 
 
 
 
Пример: найти объем тела, полученного вращением эллипса  вокруг оси Ox. 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x ;                                                           V =  2

ò
a

0 πy2dx ;                                                                                                                       

                               y                                                 
                                        b    
 
 
 
             -a                                        a                 x        
      
                               
                                 -b       
Рис. 15. Объем тела вращения 

y2 = b2 (1 - 2

2

a
x )  ;               V = 2π

ò
a

0
 b2 (1 – 2

2

a
x )dx = 2π b2 (x

a

0
 –  2

3

3a
x a

0
) =  2π b2(a –

3
a ) = 

= 
3

4 2abp   . 

 
   
Применение определенного интеграла для решения некоторых физических задач.      
1) Вычислить работу, необходимую для выкачивания из цилиндрического резервуара 
высотой h=6и радиусом основания R=2, если его ось имеет горизонтальное направление. 
Δ = 0.9; 
                             h 
                                                                                         x    y    
                                                                                  R            R-x      
        x 
 
          y 
             R         
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Рис.16. Цилиндрический резервуар 
Вырежем слой толщиной dx. 
dA = dp · x; 
dp = δyH·dx ;   dA = δx·yH·dx; 

A = ò
R2

0

δH·xydx;  22 )(
2

xRRy
--= ;  y =2 22 )( xRR -- ; 

A  =  2  δH ò
R2

0

x 22 )( xRR -- dx = |  R = x = Rsin(t);  x = R(1-sin(t));  dx=-Rcos(t) dt;  

22 )( xRR --  = R cos(t);  при  x = 0; t =
2
p ;  при x = 2R; t= –

2
p |  = –2δH ò

-

2

2

p

p

R(1 -sin(t)) · 

·R2·cos2(t)dt =2δHR3 ò
-

2

2

p

p

( cos2(t) – cos2(t)sin(t))dt =  2δHR3 
ç
ç
ç

è

æ
+

ò
-

2

2

2
2cos1

p

p

dtt  + ÷
÷
ø

ö
-
2

2

3

3
cos p

p
t    = 

=  δHR3 (t + 
2
1 sin2t) 2

2

p

p-  = π δHR3 = π·6·0.9·8. 

 
2.22. Дифференциальные уравнения 

Определение 1.  Дифференциальные уравнения (ДУ) – это уравнения, содержащие 
искомую функцию, производные этой функции любых порядков, а также независимые 
переменные. 

Определение 2. Если искомая функция зависит только от одного аргумента ( )xfy = , 
то такое  дифференциальное уравнение называется обыкновенным дифференциальным 
уравнением (ОДУ).  

Например, уравнение 042 =++¢-¢¢ yyy  является ОДУ. 

В противном случае, когда искомая функция зависит от нескольких аргументов 
( )K,,, zyxfu = , такое уравнение называется дифференциальным уравнением в частных 

производных (ДУЧП). 

Например, уравнение 02 =¢+¢¢+¢¢ yxyxx uuu  является  ДУЧП. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только обыкновенные дифференциальные 
уравнения, поэтому под дифференциальным уравнением будем понимать обыкновенное 
дифференциальное уравнение, а также слово обыкновенные употреблять не будем. 

 Определение 3. Если в дифференциальное уравнение входит лишь первая 
производная (производная первого порядка), то такое уравнение называется 
дифференциальным уравнением первого порядка.  

Например, уравнение 012 =++-¢ xyy  является ДУ первого порядка. 

Определение 4. Если же в дифференциальное уравнение входят производные 
различных порядков (выше первого), то порядок дифференциального уравнения 
определяется порядком старшей производной. Такое уравнение называют 
дифференциальным уравнением n-го порядка, где n – порядок старшей производной ( NnÎ
, 1>n ). 
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Например, уравнение 02 =-+¢¢+¢¢¢-¢ yxyyy  является ДУ третьего порядка. 

Вообще говоря, любая функция, при подстановке которой в ДУ получается верное 
тождество, является решением этого ДУ. 

Пример 1. Доказать, что функция 
2

2xy -= , является решением ДУ xy -=¢ . 

Решение. Найдем первую производную от исходной функции xxxy -=-=
¢

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=¢

2
2

2

2

 

и подставим её вместо y¢  в исходное уравнение. Получим xx -=-  – верное тождество, 

значит, согласно определению 3, функция 
2

2xy -=  является решением заданного уравнения. 

Замечание 1. Функция 
2

2xy -=  из примера 1 не является единственным решением 

уравнения xy -=¢ , поскольку можно взять и другие функции, производная от которых равна 

x- . Например можно взять такую функцию 3
2

2

+-=
xy , тогда xy -=¢ . Поэтому решение 

данного ДУ записывают в следующем виде Сxy +-=
2

2

, где С называют произвольной 

постоянной. 
Любое общее решение ДУ первого порядка записывают в виде  

( ) Сxgy += ,        

где функция ( )xg  получается в результате интегрирования заданного ДУ. 

Для записи решения ДУ n-го порядка используется n  произвольных постоянных 
nССС ,,, 21 K , при этом оно имеет вид: 

( ) ( ) ( ) nСxkСxhСxgy ++++= K21 ,      

где ( )xg , ( )xh , ( )K,xk –  функции, появляющиеся в результате интегрирования заданного 
ДУ. 

Например, решением ДУ третьего порядка 2xy =¢¢¢  является функция 

32

2

1

5

260
CxCxCxy +++=  , где 321 ,, CСС – произвольные постоянные. 

Вообще говоря, запись решения ДУ с помощью произвольных постоянных условно 
называют общим решением ДУ. 

Определение 5. Если дифференциальное уравнение возникает в задачах 
естествознания, то на функцию, являющуюся решением этого уравнения налагают 
определенные условия, например, состояние изучаемого процесса в момент времени, 
принимаемый за начальный. Такие условия называют начальными условиями. 

Впервые в науке понятие «начальные условия» ввел французский математик О. Л. 
Коши, поэтому начальные условия называют условиями Коши. 

Обычно для ДУ первого порядка начальное условие записывается так: 

( ) ( )Raconstaaxy Î== 0000 ,        
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Для ДУ n-го порядка начальные условия имеют вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( )Raaaaxyaxyaxy nn
n Î==¢= --
-

11010
1

1000 ,,,,,, KK      

Определение 6. Дифференциальное уравнение вместе с начальными условиями  или 
(6.4) (в зависимости от порядка уравнения) называется задачей Коши. Решить задачу Коши 
означает найти общее решение дифференциального уравнения, а также воспользовавшись 
условиями, найти соответствующее ему частное решение. 

Определение 7. Общим решением дифференциальное уравнение первого порядка 
называется его решение, зависящее от произвольной постоянной следующим образом: для 
любого числа 0a  можно однозначно найти постоянную 1С , при которых решение 
удовлетворяет начальному условию. При этом решение, удовлетворяющее начальному 
условию, называется частным решением дифференциального уравнения уравнение 
первого порядка. 

Определение 8. Общим решением дифференциальное уравнение n-го порядка 
называется его решение, зависящее от n произвольных постоянных следующим образом: для 
любых чисел 110 ,,, -naaa K  можно однозначно найти постоянные nССС ,,, 21 K , при которых 
решение удовлетворяет начальным условиям. При этом решение, удовлетворяющее 
начальным условиям, называется частным решением этого дифференциального 
уравнения. 

Замечание 2. Не всякое решение ДУ может быть записано в стандартном виде (в 
зависимости от порядка уравнения), т.е. переменная y  не может быть отделена от 
остального выражения. В этих случаях говорят, что результатом решения 
дифференциального уравнения  является его общий  интеграл. 

Дифференциальное уравнение  ),(' yxfy =  геометрически представляет собой поле 
направлений касательных к интегральным кривым. 

Общее решение геометрически представляет собой семейство интегральных кривых 
),( Cxy j= , где параметр С=const );(( +¥-¥ÎC ), а частное решение является интегральной 

кривой  ),( 0Cxy j=  семейства, проходящей через точку Dyx Î),( 00 . 

Перейдем к рассмотрению видов дифференциальных уравнений первого порядка и 
методов их решения. 

 

2.23. Решение дифференциальных уравнений первого порядка 
 

2.23.1. Решение дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных 
относительно первой производной 

 
Определение 9. Простейшим видом ДУ первого порядка является уравнение, в 

котором левая часть содержит только производную y¢ ,  а правая часть – только выражение,  
зависящее от x. Такие уравнения называют уравнениями первого порядка, разрешенные 
относительно первой производной, они имеют вид: 

( )xfy =¢        

0),(),( =+ dyyxQdxyxP ,                                                 

где .0),(),( 22 ¹+ yxQyxP  
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Уравнение называют ДУ, записанным в дифференциальной форме. 

Замечание 3. Если 0),( ¹yxQ , то  ),(
),(
),(' yxf

yxQ
yxPy

dx
dy

=-== . 

Поскольку 
dx
dyy =¢ , то уравнение решается путем интегрирования обоих его частей по 

переменной  x. При этом нужно помнить  òò == ydydx
dx
dy . 

Пример 2. Решить задачу Коши 
x

y 2cos
1

=¢ , .2
4

=÷
ø
ö

ç
è
æ py  

Решение. Проинтегрируем исходное уравнение по переменной  x: dx
x

dxy òò =¢
2cos

1 . 

Получим общее решение .Cxtgy +=   

Начальное условие 2
4

=÷
ø
ö

ç
è
æ py  означает, что 2=y  при 

4
p

=x .  Подставим 2=y  при 

4
p

=x  в общее решение, получим: ,
4

2 Ctg +=
p  тогда 1=C . Подставим найденное С в общее 

решение и получим 1+= xtgy  – частное решение. Задача Коши решена. 

2.23.2. Решение уравнений с разделяющимися переменными 
 
Определение 10. Дифференциальные уравнения первого порядка называются 

уравнениями с разделяющимися переменными, если они представимы в виде 

)()(' 21 yfxfy ×=                                                            

или  

0)()()()( 2121 =×+× dyyqxqdxypxp                                    

 Эти уравнения решаются с помощью следующего алгоритма: 

1) Заменить 'y  на 
dx
dy .  В результате получится уравнение )()( 21 yfxf

dx
dy

×= . 

2) Умножить уравнение )()( 21 yfxf
dx
dy

×=  на 
)(2 yf

dx . В результате получится уравнение 

dxxf
yf

dy )(
)( 1

2

= . 

3) Проинтегрировать левую часть полученного уравнения по y, а правую – по x. 

После интегрирования получится либо общее решение вида ),( Cxy j= , либо общий 
интеграл. 

Замечание 4. Для решения уравнения нужно воспользоваться преобразованиями 

Þ-=Þ×=×-
)(

)(
)(

)(
)()()()(

1

1

2

2
2121 xq

dxxp
yp
dyyq

dyyqxqdxypxp C
xq
dxxp

yp
dyyq

+-= òò )(
)(

)(
)(

1

1

2

2 . 

Пример 3.  Решить уравнение 0)( 2 =+- dyxdxyxy . 
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Решение. Приведем исходное уравнение к виду (6.8):    0)1( 2 =+- dyxdxxy . 

dxxydyxdxxydyx )1()1( 22 -=Þ--=  . 

Разделим обе части уравнения на yx2 , получим уравнение с разделяющимися 

переменными dx
xx

dy
y

÷
ø
ö

ç
è
æ -= 2

111 . Проинтегрируем это уравнение и получим 

C
x

xy ln1lnln ++=  – общий интеграл исходного уравнения.  Преобразуем его 

xCx
y

x
Cxy 1ln1lnln =Þ=- . 

Потенцируя последнее равенство, получим xe
Cx
y 1

= , или, xCxey
1

=  – общее решение 

уравнения. 
 

2.23.3. Решение однородных дифференциальных уравнений 
 

Определение 11. Функция двух переменных ),( yxf  называется однородной функцией 
степени n  относительно x  и y , если для любого RÎl  выполняется равенство:

),(),( yxfyxf nlll = . При 0=l  функция  ),( yxf  называется однородной функцией 
нулевого порядка, и для нее имеет место равенство:  

),(),( yxfyxf lll =        

Определение 12. Дифференциальные уравнения вида ),( yxfy =¢ , правая часть 
которых является однородной функцией нулевого порядка, называются однородными 
дифференциальными уравнениями (ОДУ). 
 Данные уравнения решаются с помощью следующего алгоритма: 

1) Привести исходное ДУ к виду ),( yxfy =¢ . 

2) Доказать, что функция ),( yxf  является однородной функцией нулевого порядка. 
Выполнить замену:  

,uxy =  uxuy +¢=¢        

где ( )xuu =  – новая неизвестная функция. С помощью замены привести полученное 
уравнение к ДУ с разделяющимися переменными. 

3) Решить полученное уравнение относительно переменной u с помощью алгоритма. 

4)  Выполнить обратную замену 
x
yu =  и записать общее решение (общий интеграл). 

Пример 3.  Решить уравнение 0222 =+++¢ xxyyyx . 

Решение. Разрешая это уравнение относительно y¢ , получим: .2

22

x
xyyxy ++

-=¢   

Убедимся, что ( ) 2

22

,
x

xyyxyxf ++
-=  – однородная функция нулевого порядка. 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )yxf
x

xyyx
x

xyyx
x

yxyxyxf ,, 2

22

22

222

2

22

=++-=++-=++-=
l

l
l

llllll . Равенство  

выполнено. 

 Выполним замену, получим уравнение: 2

222

x
xuxxuxuxu ++

-=+¢ . 

( )222 1121 +-=¢Þ---=¢Þ---=+¢ uxuuuxuuuuxu  

( )21+-= u
dx
dux  –  ДУ с разделяющимися переменными.  Умножим его на 

( )21+- ux
dx  и 

проинтегрируем обе части преобразованного уравнения. 

Получим .ln
1

1lnln
1

1ln
1

1 Cx
u

Cx
u

Cx
u

=
+

Þ+=
+

Þ+=
+

 

Воспользовавшись обратной заменой, получим 
Cxx

yCx

x
y ln

11ln
1

1
=+Þ=

+
. 

Таким образом, x
Cx
xy -=

ln
– общее решение. 

Замечание 5. Если ДУ записано в следующей дифференциальной форме 
0),(),( =+ dyyxQdxyxP , причем функции ),( yxP  и ),( yxQ  - однородные функции 

одинакового порядка однородности относительно x  и y , то для решения этого уравнения, 

его сперва нужно привести к виду 
),(
),(

yxQ
yxP

dx
dy

-= , а затем воспользоваться приведенным 

выше алгоритмом. 
 

2.23.4. Решение линейных дифференциальных уравнений  
 

Определение 13. Дифференциальное уравнение вида  
)()(' xQyxPy =+        

называется линейным  неоднородным  дифференциальным уравнением первого порядка 
относительно переменной y  (ЛНДУ), а уравнение 

)()(' yQxyPx =+       

называется линейным  неоднородным дифференциальным уравнением первого порядка 
относительно переменной x . 

При 0)( =xQ  уравнение   

0)(' =+ yxPy             

называется линейным  однородным дифференциальным уравнением первого порядка 
(ЛОДУ). 



68 
 

Разделив уравнение на переменную y  и перенося выражение )(xP  в правую часть 

получим: )(' xP
y
y

-=  – уравнение с разделяющимися переменными/ 

Его общее решение имеет вид: ( )xgCey =  , где С=const, ( ) ò-= dxxPxg )( . 

Аналогичные рассуждения справедливы для уравнения )()(' yQxyPx =+ . 

Линейные дифференциальные уравнения (ЛДУ) первого порядка решаются методом 
Бернулли. Рассмотрим данный метод в следующем алгоритме решения ЛДУ: 

1) Привести исходное ЛДУ к стандартному виду. 

2) Найти какое-нибудь ненулевое частное решение ( )xu  соответствующего ЛОДУ: 
0)(' =+ uxPu . 

3) Выполнить замену:  

,uvy =  vuvuy ¢+¢=¢        

Найти общее решение в полученном уравнении, т.е. функцию ( )xv . 

4) Записать решение исходного ЛДУ в виде ( ) ( )xvxuy ×= . 

Замечание 6. Во всех ЛДУ искомая функция и её производная не перемножаются между 
собой. 

Пример 4.  Решить уравнение 022 =--¢ xyxy . 

Решение. Приведем данное уравнение к стандартному виду:   xxyy 22 =-¢ .  

Решим соответствующее этому уравнению ЛОДУ (т.е.  ЛОДУ, у которого левая часть 
имеет такой же вид, что и ЛНДУ): 02 =-¢ xuu   ( )* . 

CxeuCxuxdx
u
duxdx

u
duxu

dx
du ln2 2

lnln222 +=Þ+=Þ=Þ=Û= òò  

Получим общее решение 
2xCeu =   уравнения  ( )* . Пусть С=1, тогда 

2xeu =   –  его 
частное решение. 

Выполнив замену, получим уравнение: xxuvvuvu 22 =-¢+¢ , 

или  ( ) xxuvuvvu 22 =-¢+¢ . Воспользовавшись уравнением ( )* , получим xvu 2=¢ . 

А поскольку 
2xeu = , то xvex 2

2

=¢  или 2

2
xe
xv =¢ . Далее имеем 

.2,2,2
22

2 CeCedtedtxdxdtxdxtxdxexu xtte x

+-=+-=-=-==-=-== -òò
 

Поскольку была использована замена ,uvy =  то ( ) 222

1 xxx СeСeey +-=+-= -   –  
его общее решение исходного уравнения. 

 

2.23.5. Решение дифференциальных уравнений Бернулли 
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Определение 14. Дифференциальное уравнение вида  

,)()(' nyxQyxPy =+        

где  ,1,0, ¹¹Î nnRn  называется уравнениями Бернулли. 

 Замечание 7.  Если в уравнении ,0=n  то получим ЛНДУ вида ).()(' xQyxPy =+  

 Уравнение Бернулли можно решить 2 способами. 
1 способ: Воспользоваться алгоритмом из 2.23.4. 

2 способ: Воспользоваться следующим алгоритмом: 

1) Определить значение степени n . 

2) Разделить уравнение на ny . 

3) В полученном уравнении: ),()(' 1 xQyxPyy nn =+ --  сделать замену: 

( ) yynzyz nn ¢-=¢= -- 1,1       

После замены получится ЛНДУ, которое может быть решено с помощью алгоритма 
из 2.23.4. 

Пример 5.  Решить уравнение 23 yxxyy =-¢ . 

Решение. В данном уравнении 2=n . Разделим исходное уравнение на 2y  и  

получим 3212 xxyyy =-¢ -- . 

Сделаем замену: ( ) yyzyyz ¢-=¢== --- 2121 21, . В результате получим: 

33

1
xzxzxzxz

-=+¢Û=-
-
¢

 ( )*  – ЛНДУ относительно z. 

Решим соответствующее уравнению ( )*  ЛОДУ: 0=+¢ uxu  ( )**  –  ДУ с 
разделяющимися переменными. 

.
2

ln
2

Cxudxx
u
duux

dx
du

+-=Û-=Þ-= òò  

 Пусть  С=0, тогда  2
2 2

2
ln

x

euxu
-

=Þ-= .  

    Сделаем замену ,uvz =  vuvuz ¢+¢=¢ . Подставим найденные z  и z¢  в уравнение 
( )*  и получим:  ( ) 33 xvuxuuvxxuvvuvu -=¢++¢Þ-=+¢+¢ . 

 Воспользовавшись уравнением ( )** , получим:  3xvu -=¢ . 

Поскольку 2

2x

eu
-

= , то получим: 232

22 xx

exve ´-=¢
-

 или  .23
2x

ex
dx
dv

-=  

Отсюда =-====-= òò dttedtxdxtxdxexv te x

2,
2

2
3

2
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( ) CeexCetedtete
evdtevd

dtudtu xx
tttt

tt ++-=++-=--=
=Þ=

=Þ=
= ò 222

22

2222 . 

Поскольку uvz = , то .22 222222

2222 xxxx

CexCeexeuvz
--

++-=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
++-==  

Так как 1-= zy , то .
2

1

22

2x

Cex
y

-
++-

=  

  

2.23.6. Решение дифференциальных уравнений в полных дифференциалах 
 
Определение 15. Уравнение вида  

0),(),( =+ dyyxQdxyxP        

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть является полным 
дифференциалом некоторой неизвестной функции   ),( yxU , т.е. 

y
UyxQ

x
UyxP

¶
¶

=
¶
¶

= ),(,),( ,  а ),(),(),( yxdUdyyxQdxyxP =+ . 

Для того, чтобы уравнение было уравнением в полных дифференциалах необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось условие: 

x
Q

y
P

¶
¶

=
¶
¶ .    

Для решения уравнения в полных дифференциалах решим эквивалентное ему 
уравнение 0),( =yxdU . 

Интегрирование этого уравнения приведет к общему решению  CyxU =),( , где C  – 
произвольная постоянная. 

 

Для нахождения функции ),( yxU  проинтегрируем, например, первое уравнение

x
UyxP
¶
¶

=),(  по переменной x  при фиксированном значении y . 

Получим ò += )(),(),( yCdxyxPyxU . Произвольная постоянная может зависеть от 
переменной y , так как при интегрировании по x  переменная y  рассматривается как 
постоянная. 

Подставим во второе уравнение 
y
UyxQ
¶
¶

=),(  найденное U . 

ò =+
¶
¶ ),())(),(( yxQyCdxyxP
y

;    ò =
¶
¶

+
¶
¶ ),()(),( yxQyC

y
dxyxP

y
. 

Далее проинтегрируем по переменной y  при фиксированном x , найдем )(yC и 
восстановим ò += )(),(),( yCdxyxPyxU . 
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Функцию ),( yxU  можно также найти и интегрированием второго уравнения 

y
UyxQ
¶
¶

=),(  по переменной y  при фиксированном значении x  

ò += )(),(),( xCdyyxQyxU , 

а потом – первого уравнения по переменной x  при фиксированном y . 

Пример 6. Найти общий интеграл уравнения 02cos1cos =÷
ø
ö

ç
è
æ +- dyy

x
y

x
dx

x
y

x
y . 

Решение. Преобразуем исходное уравнение 02cos1cos2 =÷
ø
ö

ç
è
æ --+ dyy

x
y

x
dx

x
y

x
y . 

Пусть  

 
.2cos1),(

cos),( 2

y
x
y

x
yxQ

x
y

x
yyxP

--=

=
  

÷
ø
ö

ç
è
æ -=¢÷

ø
ö

ç
è
æ=¢÷

ø
ö

ç
è
æ=

¶
¶

x
y

x
y

x
y

xx
yy

xx
y

x
y

y
P

yy

sincos1cos1cos 222 , 

÷
ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ-+=¢÷

ø
ö

ç
è
æ --=

¶
¶

x
y

x
y

x
y

xx
y

x
y

xx
y

x
y

x
y

xx
Q

x

sincos1sin1cos12cos1
222 . 

Поскольку 
x
Q

y
P

¶
¶

=
¶
¶ , то исходное уравнение является уравнением в полных 

дифференциалах. 

Для нахождения общего интеграла CyxU =),(  проинтегрируем уравнение 

),( yxP
x
U

=
¶
¶  по переменной x  при постоянном y . 

=-=Þ==+=+= òò dxdx
x
yt

x
yyCdx

x
y

x
yyCdxyxPyxU 22 )(cos)(),(),(  

).(sin)(sin)(cos yC
x
yyCtyCdtt +-=+-=+= ò  

Подставим полученное выражение ),( yxUU = в уравнение 
y
UyxQ
¶
¶

=),(  и получим 

.2cos1)(sin y
x
y

x
yC

x
y

y
--=÷

ø
ö

ç
è
æ +-

¶
¶  

Проинтегрируем полученное уравнение по переменной y  при постоянном x : 

( ) .2cos1)(sin òòò ÷
ø
ö

ç
è
æ --=

¶
¶+÷

ø
ö

ç
è
æ-

¶
¶ dyy

x
y

x
dy

y
yCdy

x
y

y
 

x
ysin- + )(yC = .sin 2 Cy

x
y

+--  
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Тогда CyyC +-= 2)( ,  где С – произвольная постоянная. 

Таким образом, общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

.sinsin 22 Cy
x
yCy

x
y

=+Û=--  

 

2.23.7. Определение типа дифференциальных уравнений первого порядка по 
характерным признакам 

 
Для выбора метода решения заданного дифференциальных уравнений первого порядка 

сперва нужно определить тип,  к которому относится это уравнение.  Для этого удобно 
воспользоваться следующей таблицей 
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Таблица № 2 – Характерные признаки дифференциальных уравнений первого порядка  

Тип 
уравнения 

Вид уравнения Признаки уравнения Указания к решению 

1. ДУ с 
разделяющи- 
мися 
переменными 

а) ),(' yxfy =  

 

б) +dxyxP ),(
0),( =+ dyyxQ  

а) )()(),( 21 yfxfyxf =  

 

б) )()(),( 21 yPxPyxP =  
)()(),( 21 yQxQyxQ =  

а)  Воспользоваться алгоритмом 
из пункта 6.2º  

 
б)  Воспользоваться замечанием 4  
из пункта 6.2º 

2. Однородное 
уравнение 

а) ),(' yxfy =  

б) +dxyxP ),(
0),( =+ dyyxQ  

а) ),(),( yxfyxf =ll  

б) ),(),( yxPyxP klll =  

),(),( yxQyxQ klll =  

а)  Воспользоваться алгоритмом 
из пункта 6.3º  
б)  Воспользоваться замечанием 5  
из пункта 6.3º 

3.Линейное 
уравнение 

a) ),(' yxfy =  

б) ),(' yxfx =  

 

a) +-= yxPyxf )(),(  
)(xQ+  

б) +-= xyPyxf )(),(  

)(yQ+  

а) Воспользоваться алгоритмом из 
пункта 6.4º 

б) Воспользоваться алгоритмом из 
пункта 6.4º, при этом заменяя 
переменную x на y 

 

4. Уравнение 
Бернулли 

),(' yxfy =  +-= yxPyxf )(),(
nyxQ )(+ ;

1,0, ¹¹Î nnRn  

Воспользоваться алгоритмом из 
пункта 6.5º 

5.Уравнение в 
полных 
дифференциал
ах. 

+dxyxP ),(
0),( =+ dyyxQ  

 

1) Функции ),( yxP  
и ),( yxQ не 
раскладываются 
на множители 

2) Выполняется 
условие: 

x
Q

y
P

¶
¶

=
¶
¶  

Воспользоваться методом 
решения, приведенным в 6.6º 
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2.24. Решение дифференциальных уравнений высших порядков 
 

2.24.1. Решение дифференциальных уравнений высших порядков 
 
Определение 16. Обыкновенным дифференциальным уравнением n -ого порядка 

(ОДУ n -го порядка) называется уравнение, связывающее независимую переменную x, 
искомую функцию )(xy  и её производные )(' xy , )('' xy , )(''' xy ,…, )()( xy n  (до n -го порядка 
включительно) то есть уравнение следующего вида 

 0),...,",',,( )( =nyyyyxF ,       

или  

),...,",',,( )1()( -= nn yyyyxfy      

ОДУ n -ых порядков часто называют ОДУ высших порядков. 

Как и в первой части этого раздела, мы будем рассматривать только обыкновенные 
дифференциальные уравнения, поэтому под дифференциальным уравнением будем 
понимать обыкновенное дифференциальное уравнение, и, также как и ранее, слово 
«обыкновенный» употреблять не будем. 

Определение 17. Решением дифференциального уравнения n -го порядка называется 
такая n  раз дифференцируемая функция )(xy j= , которая при подстановке её в уравнение 
обращает это уравнение в верное тождество. 

Для дифференциальных уравнений высших порядков справедливы определения 6 – 8. 
 

2.24.2. Решение дифференциальных уравнений высших порядков, разрешенных 
относительно старшей производной. 

 
Определение 18. Дифференциальное уравнение вида 

 )()( xfy n =       

называется  дифференциальным уравнением n -го порядка, разрешенным относительно 
старшей производной. 

Такие уравнения решаются с помощью процесса 1-n  раз кратного интегрирования, 
называемого понижением его порядка. 

Пример 7. Решить задачу Коши xxy 2cos2 -=¢¢ ,  
4
12)0( =y , 1)0( =¢y . 

Решение. Проинтегрируем исходное уравнение по x:  ( )dxxxdxy òò -=¢¢ 2cos2 . 

1

3

2sin
2
1

3
Cxxy +-=¢       ( )*  

Проинтегрируем уравнение ( )*  по x: dxCxxdxy òò ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=¢ 1

3

2sin
2
1

3
. 
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21

4

1

3

2cos
4
1

12
2sin

2
1

3
CxCxxdxCdxxdxxy +++=+-= òòò  –  общее решение исходного 

уравнения. 

Найдем частное решение с помощью начальных условий 
4
12)0( =y , 1)0( =¢y .  

Подставим условие 
4
12)0( =y  в найденное общее решение, получим: 

.20
4
10

4
12 221 =Þ+×++= CCC  

Подставим условие 1)0( =¢y  в уравнение ( )* , получим: 10sin
2
101 11 =Þ+-= CC . 

Т. о. 22cos
4
1

12

4

+++= xxxy – частное решение исходного ДУ. 

 

2.24.3. Решение дифференциальных уравнений, допускающие понижение их порядка 
 
a) Уравнения, не содержащие функцию y в явном виде и и её первых частных 

производных до k-1- ого порядка включительно 
Определение 19. Дифференциальное уравнение вида 

( ) ( ) ( ) 0),,,,( 1 =+ nkk yyyxF K       

называется  дифференциальным уравнением n -го порядка, не содержащим 
функцию y в явном виде и  её первых частных производных до k-1- ого порядка 
включительно. 

 Данные уравнения решаются с помощью следующего алгоритма: 
1) Определить значение n и k. Воспользоваться следующей заменой: 

)(kyz = , )1(' += kyz , )2(" += kyz ,…, )()( nkn yz =- ,     

где ( )xzz = .  

2) В результате получим уравнение ( ) 0),,,,( =¢¢¢ -knzzzxF K . Найти общее решение этого 
уравнения и записать его в виде ),,,,( 21 knCCCxfz -= K . 

3) Вернуться к замене )(kyz =  и решить следующее уравнение: 
( ) ),,,,( 21 kn
k CCCxfy -= K  с помощью k-1 раз кратного интегрирования. 

Пример 8. Решить уравнение  ( )
x

y
y

21 ¢-
=¢¢ . 

Решение. В данном уравнении 2=n , 1=k . 

Выполним замену по формулам: zy =' , zy ¢=" , ( ) 22 zy =¢ , получим уравнение с 

разделяющимися переменными:       
x

zz
21-=¢   ( )*   
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122

2

lnarcsin1
1

1
1

1 Cxzdx
xz

dzdx
xz

dz
x

z
dx
dz

+=Þ=
-

Þ=
-

Û
-

= òò . 

Тогда ( )1lnsin Cxz +=  – общее решение ДУ ( )* . 

Вернемся к замене zy =' , получим уравнение ( )1lnsin Cxy +=¢ . Тогда 

( ) ( )( ) ( )( ) 2111 lnsinlncos
2

lnsin CCxCxxdxCxy ++++=+= ò  – общее решение исходного ДУ. 

 
б) Уравнения, не содержащие переменную х в явном виде  

Определение 20. Дифференциальное уравнение вида 
( ) 0),,,,( =¢¢¢ nyyyyF K       

называется  дифференциальным уравнением n -го порядка, не содержащим переменную 
х. 
 ДУ решаются с помощью следующего алгоритма: 

1) Воспользоваться следующей заменой: 

 )1()(,,, -=¢=¢¢=¢ nn pypypy K ,      

где ( )ypp = .  

2) В результате получим уравнение ( ) 0),,,,( 1 =¢ -npppyF K . Найти общее решение этого 
уравнения и записать его в виде ),,,,( 121 -= nCCCyfp K . 

3) Вернуться к замене yp ¢=  и решить следующее ДУ: ),,,,( 121 -=¢ nCCCyfy K . 

Замечание 8. Для решения ДУ 3-го порядка и выше приведенный алгоритм нужно 
повторить до тех пор, пока порядок старшей производной уравнения ( ) 0),,,,( 1 =¢ -npppyF K  
не станет равным 1. 

Пример 8. Решить уравнение  ( )2yyy ¢¢=¢¢¢×¢ . 

Решение. Воспользоваться заменой: pypypy ¢¢=¢¢¢¢=¢¢=¢ ,, , где ( )ypp = , получим 
следующее ДУ ( )2ppp ¢=¢¢×  , не содержащее переменную  y. 

Воспользоваться заменой: zpzp ¢=¢¢=¢ , , где ( )pzz = ,  следующее ДУ 

pCzpCzCpz
p

dp
z
dz

p
dp

z
dzz

dp
dzpzpzp 111

2 lnlnlnln =Þ=Þ+=Þ=Û=Û=Û=¢×× òò
. 

Вернемся к замене zp =' , получим уравнение pCp 1'=  или pC
dy
dp

1= . 

11

2

1

1

2
211

1

ln C
y

C
C

C
y

e
C
CepCypCdy

p
dpCdy

pC
dp

==Þ+=Þ=Û=
+

òò  
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Вернемся к замене py =¢ , получим уравнение 1

1

2 C
y

e
C
Cy =¢  или 1

1

2 C
y

e
C
C

dx
dy

= . 

xCC
CeCx

C
C

e

Cdx
C
C

e

dydx
C
C

e

dy C
y

C
y

C
y

C
y +

-
=Û+=-Þ=Û= òò

31

2
1

3
1

21

1

2

1

2 1

111

. 

Прологарифмируем полученное уравнение по основанию e, получим 

xCC
CСy
+

-=
31

2
1

1 ln  – общее решение исходного ДУ. 

2.24.4.  Решение линейных дифференциальных уравнений высших порядков 
 

Определение 21. Линейным неоднородным дифференциальным уравнением n-го 
порядка (ЛНДУ) называется уравнение вида 

( ) )()(')()()( 1
)2(

2
)1(

1
)(

0 xfyxayxayxayxayxa nn
nnn =+++++ -
-- L       

где коэффициенты )(,),(),(),( 210 xaxaxaxa nL ) и )(xf  являются функциями, заданными на 
некотором промежутке  ),( ba . 

Определение 22. Если в уравнении (6.26) функция 0)( =xf , то такое уравнение 

( ) 0)(')()()( 1
)2(

2
)1(

1
)(

0 =+++++ -
-- yxayxayxayxayxa nn

nnn L     

называется линейным однородным дифференциальным уравнением (ЛОДУ) n-го порядка. 
При этом однородное уравнение с той же левой частью, что и данное неоднородное, называется 
соответствующим ему. 

 Определение 23. Уравнения, у которых коэффициенты naaa ,,, 10 L  являются 
действительными числами, называются ЛНДУ и ЛОДУ n-го порядка с постоянными 
коэффициентами соответственно. 
 Замечание 9. В дальнейшем мы будем рассматривать только линейные уравнения с 
постоянными коэффициентами, поэтому вместо понятия «линейное уравнение с постоянными 
коэффициентами» будем говорить кратко «линейное уравнение». 

 
а) Решение линейных однородных дифференциальных уравнений  

Вначале рассмотрим решение ЛОДУ.   
Общее решение таких уравнений можно найти по их известным частным решениям. 

Определение 24. Функции nyyy ,,, 21 L  называются линейно независимыми на 
промежутке ),( ba  если для них выполняется тождество 02211 =+++ nn yyy aaa L , которое 
справедливо только при условии 021 ==== naaa K ,где Rn Îaaa L,, 21 . В противном 
случае функции nyyy ,,, 21 L  называются линейно зависимыми на промежутке ),( ba .   
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В случае двух функций это условие можно сформулировать и так: две функции 1y  и 2y

линейно независимы, если их отношение не является постоянной величиной: ¹
2

1

y
y

const. 

Например: 

1) 2
2

1
1 , xyxy == -  – линейно независимые функции;  

2) xyxy 4, 21 ==p  – линейно зависимы функции. 

 Теорема 1 (Теорема о структуре общего решения ЛОДУ)  Если функции nyyy ,,, 21 L  
– линейно независимые частные решения уравнения (6.27), то nn yCyCyCy +++= L2211  
есть общее решение этого уравнения ( nCCC ,,, 21 L –произвольные постоянные). 

Определение 25. Совокупность n  решений  ЛОДУ n -го порядка, определенных и 
линейно независимых в промежутке ),( ba , называется фундаментальной системой 
решений (ФСР) этого уравнения. 

Для ЛОДУ второго порядка вида 

0''' 210 =++ yayaya       

ФСР состоит из двух линейно независимых функций )(1 xy  и )(2 xy , а его общее решение 
находится по формуле: 

)()( 2211 xyCxyCy +=       

Определение 26. Характеристическим уравнением ЛОДУ называют уравнение вида: 

01
2

2
1

10 =+++++ -
--

nn
nnn akakakaka L ,                              

которое получается из уравнения 0'1
)2(

2
)1(

1
)(

0 =+++++ -
-- yayayayaya nn

nnn L  заменой в нём 
производных искомой функции соответствующими степенями k, причем сама функция 
заменяется единицей. Уравнение является уравнением  п-й степени и имеет  п корней 
(действительных или комплексных, среди которых могут быть и равные). 

Тогда общее решение ЛОДУ строится в зависимости от характера корней уравнения 
(6.30): 

1) если все корни уравнения действительные и различные, то каждому простому корню 

( )niki ,,1K=  в общем решении соответствует слагаемое вида
xkiCe ; 

2) если все корни уравнения действительные, но при этом среди этих корней есть 
равные (кратные корни), то каждому корню кратности т в общем решении соответствует 
слагаемое вида xkm

m
iexCxCC )( 1

21
-+++ L ; 

 3) если все корни уравнения  комплексные и различные, то каждой паре комплексных 
сопряженных простых корней ik ×+= ba)1(   и  ik ×-= ba)2(  в общем решении 

соответствует слагаемое вида )sincos( 21 xCxCe x bba + ; 

4) если все корни уравнения комплексные, но при этом среди этих корней есть равные 
(кратные корни), то каждой паре комплексных сопряженных корней ik ×+= ba)1(  и 

ik ×-= ba)2(    кратности т  в общем решении соответствует слагаемое вида  

[ ]xxCxCCexxCxCCe m
m

xm
m

x bb aa sin)(cos)( 1
121

1
121

-
-

-
- +++++++ LL . 
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Пример 10.   Найти общее решение уравнения 08'9" =+- yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 0892 =+- kk . Его корнями 
являются 8,1 21 == kk . Следовательно, xe  и xe8  – частные линейно независимые решения, а 
общее решение имеет вид .8

21
xx eCeCy +=  

 Пример 11. Найти общее решение уравнения 0'9''6''' =+- yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 096 23 =+- kkk . Преобразуем его и 
получим ( ) 03 2 =-kk , тогда 3,0 321 === kkk  – корни характеристического уравнения. При 
этом 032 == kk  является двукратным корнем (корнем кратности 2), следовательно линейно 
независимыми частными решениями служат 1, xe3 , xxe 3  (образуют ФСР). Общее решение 
имеет вид xx xeCeCCy 3

3
3

21 ++= . 

 

Пример 12. Найти общее решение уравнения 03'4'' =++ yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение 0342 =++ kk имеет корни ik ×±-= 322,1 .  

Корни характеристического уравнения комплексные сопряженные, а потому им 
соответствуют частные решения  xey x 3cos2-=   и  xey x 3sin2-= е2x. Следовательно, общее 
решение есть )3sin3cos( 21

2 xCxCey x += - . 

Пример 13. Найти общее решение уравнения ( ) ( ) ( ) 0''4884 456 =+¢¢¢-+- yyyyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 
( ) 0488404884 234223456 =+-+-Û=+-+- kkkkkkkkkk . Оно имеет 6 корней, из которых 

3 корня второй кратности: ikikk -=+== 1,1,0 6,54,32,1 . Значит, фундаментальная система 
решений имеет вид 1, x, xe x cos , xxe x cos , xe x sin , xxe x sin ,  следовательно, общее решение 
есть xxeCxeCxxeCxeCxCCy xxxx sinsincoscos 654321 +++++= .  

 

б) Решение линейных неоднородных дифференциальных уравнений  
Структура общего решения линейного неоднородного уравнения: 

 )('1
)2(

2
)1(

1
)(

0 xfyayayayaya nn
nnn =+++++ -
-- L      

определяется следующей теоремой 
Теорема 2. (Теорема о структуре общего решения ЛНДУ) Если функция и = и(х) 

является частным решением линейного неоднородного уравнения, а функции nyyy ,...,, 21  
образуют  фундаментальную систему решений соответствующего ему однородного 
уравнения, то общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид 

nn yCyCyCuy ++++= K2211 .     

Другими словами: общее решение неоднородного уравнения равно сумме любого его 
частного решения и общего решения соответствующего однородного уравнения. 

Следовательно, для построения общего решения неоднородного уравнения требуется 
найти одно его частное решение (предполагая уже известным общее решение 
соответствующего однородного уравнения). 
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Рассмотрим 2 основных метода нахождения частного решения ЛНДУ. 

 
Метод подбора частного решения (метод неопределенных коэффициентов) 

Данный метод применим только к линейным уравнениям с постоянными 
коэффициентами и только в том случае, когда его правая часть имеет следующий вид:     

)sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn
x bba += ,    

где a  и b  –  постоянные,   )(xPn  и )(xQm  –  многочлены от  х соответственно n-й и m-й 
степеней (или является суммой функций такого вида).  

Определение 27.  ЛНДУ с правой частью  называется линейным неоднородным 
уравнением n -го порядка со специальной правой частью.  

 Частное решение уравнения   со специальной правой частью следует искать в виде 

)sin)(cos)(()( xxQxxPexxu kk
xr bba += ,     

где число { }mnk ,max= ,  число r  равно показателю кратности корня iba ± в 
характеристическом уравнении,  (если же характеристическое уравнение такого корня не 
имеет, то следует положить r  = 0),  

)(),( xQxP kk — полные многочлены от х степени k с неопределенными 
коэффициентами. 

kk
kkk

k AkAkAkAxAxP +++++= -
--

1
2

2
1

10)( L , 

kk
kkk

k BkBkBkBxBxQ +++++= -
--

1
2

2
1

10)( L . 

Замечание 10. Многочлены Pk (x) и Qk (x) должны быть полными, то есть содержать все 
степени х от 0  до k  с различными неопределенными коэффициентами при одних и тех же 
степенях х в обоих многочленах,  и что при этом,  если в выражение функции )(xf входит 
хотя бы одна из функций xbcos или xbsin , то в и (х), надо всегда вводить обе функции. 

Неопределенные коэффициенты можно найти из системы линейных алгебраических 
уравнений, получаемых с помощью приравнивания коэффициентов подобных членов в 
правой и левой частях исходного уравнения, после подстановки в него )(xu  вместо  у. 

Проверку правильности выбранной формы частного решения дает сопоставление всех 
членов правой части уравнения с подобными им членами левой части, появившимися в ней 
после подстановки )(xu . 

Если правая часть исходного уравнения равна сумме нескольких различных функций 
рассматриваемой структуры, то  для отыскания частного решения такого уравнения нужно 
использовать теорему наложения решений: надо найти частные решения, соответствующие 
отдельным слагаемым правой части, и взять их сумму, которая и является частным 
решением исходного уравнения. 

Замечание 11. Частными случаями функции  )(xf  рассматриваемой структуры (при 
наличии которых в правой части уравнения применим метод подбора частного решения) 
являются следующие функции: 

1) ,)( xAexf a= где А – постоянная, { }aba =± i . 

2) ,sincos)( xBxAxf bb +=  где А и В – постоянные, { }ii bba =±  
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3) )()( xPxf n= , (многочлен степени n ),{ }0=± iba . 

4) )()( xPexf n
xa= ,{ }aba =± i . 

5) xxQxxPxf mn bb sin)(cos)()( += ,{ }ii bba =± . 

6) )sincos()( xBxAexf x bba += , где А и В – постоянные. 

Пример 14.  Найти общее  решение уравнения   xxeyyy -=++ '2'' . 

Решение. ЛОДУ для данного уравнения имеет вид:  0'2'' =++ yyy   ( )* .  

Составим и решим характеристическое уравнение: 0122 =++ kk , его решением 
является один корень 2-й кратности 121 -== kk .  

Общее решение однородного уравнения ( )*  имеет вид xx xeCeCy -- += 21  (функции 
xx xee -- ,  образуют ФСР). 

Частное решение исходного  ЛНДУ  будем искать в виде функции 
)sin)(cos)(( xxQxxPexu kk

xr bba += .  Поскольку корнями характеристического уравнения 
является единственный действительный корень 2-й кратности 121 -== kk , то 1-=a , 0=b , 

2=r  ( 00sin,10cos == ). 

Запишем правую часть исходного уравнения ( ) xxexf -=  и сравним её с функцией 
x

k exP a)( , отсюда получим  xxPk =)( , 1=k . Тогда частное решение исходного   ЛНДУ будет 
иметь вид:  )(2 BAxexu x += -  ( )** . 

Найдем первую и вторую производную от выражения ( )** : 

( ) ( )xBAxBxAxexBAxeBxAxeBxAxeu xxxx 23)23()()( 22322323 ++--=+++-=
¢

+=¢ ---- . 

( )( ) ( )BAxBxAxBxAxexBAxBxAxeu xx 264623 223223 ++--+=
¢

++--=¢¢ -- . 

Подставим в исходное уравнение найденные выражения для u , u¢ , u ¢¢  вместо y , 'y , ''y , 
получим: 

( ) ( ) xxxx xeBxAxexBAxBxAxeBAxBxAxBxAxe ---- =++++--+++--+ )(2322646 23223223

 

или 

( ) xx xeeBAx -- =+ 26 . 

Найдем неизвестные коэффициенты  А и В методом неопределенных коэффициентов. 
Получим систему уравнений: 

î
í
ì

=
=

Þ
î
í
ì

=
=

.0
,6/1

02
,16

B
A

B
A

   

Подставляя найденные коэффициенты А и В  в выражение ( )** , получим 
xx exxexu -- == 32

6
1

6
1  – частное решение исходного  ЛНДУ. 

Согласно теореме 2  общее решение заданного уравнения имеет вид: 
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xxx xeCeCexy --- ++= 21
3

6
1 . 

 Метод вариации произвольных постоянных 
 Данный метод применяется для нахождения частного решения линейного 

неоднородного уравнения n -го порядка как с переменными,  так и с постоянными 
коэффициентами, если известно общее решение соответствующего однородного уравнения. 

Пусть известна фундаментальная система решений nyyy ,...,, 21   соответствующего 
однородного уравнения. Тогда общее решение неоднородного уравнения следует искать в 
виде 

nn yxCyxCyxCxy )()()()( 2211 +++= L ,     

где функции )(,),(),( 21 xCxCxC nK  определяются из следующей системы уравнений: 

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=+++

=+++

=+++
=+++

---

---

),()(')(')('

,0)(')(')('

………………………………………
,0')('')('')('
,0)(')(')('

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

xfyxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC
yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

L

L

L

L

 

и функция )(xf  – правая часть данного уравнения. 

Для уравнения второго порядка ( ) )()(')(" 210 xfyxayxayxa =++  соответствующая 
система имеет вид:   

î
í
ì

=+
=+

).(')('')('
,0)(')('

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC

      

Решая систему относительно )('1 xC  и )('2 xC , а затем, интегрируя )('1 xC  и )('2 xC   по 
переменной x , получим решение исходного уравнения. 

Пример 15.  Найти частное решение уравнения
x

yy
cos

1" =+ , удовлетворяющее 

начальным условиям 0)()0( =¢= pyy .  

Решение. ЛОДУ для данного уравнения имеет вид:  0'' =+ yy   ( )* .  

Составим и решим характеристическое уравнение: 012 =+k . Оно имеет 2 комплексных 
корня ik ±=2,1 . Тогда функции xy cos1 = , xy sin2 =  образуют ФСР однородного уравнения 
( )* . 

Будем искать общее решение исходного неоднородного уравнения по формуле:    
xxCxxCy sin)(cos)( 21 += . 

Неизвестные  функции )(1 xC и )(2 xC  найдем с помощью системы уравнений: 

ïî

ï
í
ì

=+

=+

,
cos

1')('')('

,0)(')('

2211

2211

x
yxCyxC

yxCyxC
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или  

ïî

ï
í
ì

=+-

=+

.
cos

1cos)('sin)('

0sin)('cos)('

21

21

x
xxCxxC

xxCxxC
 

Решая записанную систему, получим: 

ïî

ï
í
ì

=

-=

,1)('

,
cos
sin)('

2

1

xC
x
xxC

  

Проинтегрируем найденные функции: 

ïî

ï
í
ì

+=

+=+-= ò
.)(

,|cos|ln
cos
sin)(

22

11

CxxC

CxAdx
x
xxC

 

Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид: 

( ) ( ) xxxxxCxСxCxxCxy sin|cos|lncossincossincos|cos|ln 2121 +++=+++= ,  ( )**  

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

 Найдем частное решение исходного уравнения. Для этого вначале найдем 
производную от общего решения ( )** : 

=++--+-=¢ xxxxxxxCxСy cossinsin|cos|lnsincossin 21

xxxxxCxС cos|cos|lnsincossin 21 +-+-= . 

С помощью начальных условий составим и решим системe уравнений: 

î
í
ì

×=+-+-
=+++

0cos|cos|lnsincossin
,00sin0|0cos|ln0cos0sin0cos

21

21

pppppp CС
CС

 

Отсюда получим 01 =С , p-=2С , тогда частное решение исходного уравнения имеет 
вид:   xxxxxy sin|cos|lncossin ++-= p . 

 

2.24.5. Решение систем дифференциальных уравнений 
 
Нормальные системы дифференциальных уравнений 

Определение 28. Нормальной системой  дифференциальных уравнений  (НСДУ) 
называется система вида: 

 

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

=

=

=

).,,,,(

........................................

),,,,,(

),,,,,(

212

212
2

211
1

n
n

n

n

yyytf
dt

dy

yyytf
dt

dy

yyytf
dt
dy

L

L

L
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где nyyy ,,, 21 L  — неизвестные функции от независимой переменной t, функции nfff ,,, 21 L  
непрерывны, ограничены и имеют ограниченные частные производные. 

Определение 29. Если правые части НСДУ являются линейными функциями 
относительно nyyy ,,, 21 L , то такая система называется линейной нормальной системой 
дифференциальных уравнений. 

НСДУ имеет единственное решение, удовлетворяющее условиям: 

( ) ( ) ( ) ( ).,,,,,, 100102001 Raaaaxyaxyaxy nnn Î=== KK    

Задача нахождения решения НСДУ  при начальных условиях называется задачей Коши 
для системы дифференциальных уравнений. Поскольку числа naaa ,,, 10 K  могут быть 
выбраны произвольно, то общее решение системы зависит от n  произвольных постоянных 

nCCC ,,, 21 L : 

 

ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï

í

ì

=

=

=

).,,,,(

........................................

),,,,,(

),,,,,(

212

212
2

211
1

n
n

n

n

CCCtf
dt

dy

CCCtf
dt

dy

CCCtf
dt
dy

L

L

L

 

Иногда НСДУ удается свести к одному уравнению n-го порядка, содержащему одну 
неизвестную функцию. Сведение нормальной системы к одному уравнению может быть 
достигнуто дифференцированием одного из уравнений системы и исключением всех 
неизвестных, кроме одного (так называемый метод исключения). 

В некоторых случаях, комбинируя уравнения системы, после несложных 
преобразований удается получить легко интегрируемые уравнения (так называемый метод 
интегрируемых комбинаций), что позволяет найти решение системы. 

Пример 16. Решить систему дифференциальных уравнений    
ï
î

ï
í

ì

=¢

=¢

.

,
2

xy
y
xx

t

t
 

Решение. Подставим yx ¢=  из второго уравнения в первое, получим: 
( )

y
yy

2¢
=¢¢  — ДУ 

2-го порядка, не содержащее переменную t в явном виде. Воспользуемся подстановкой: 
py =¢ ,  (где ( )ypp = ) ppy ¢=¢¢ , получим ДУ 1-го порядка: 

yCpCyp
y

dy
p

dp
y

dy
p

dp
y
pp

y
ppp 11

2

lnln =Þ+=Þ=Þ=Û=¢Û=¢ òò . 

Выполним обратную замену, имеем: yCy 1=¢ . 

tCeCCydtC
y

dydtC
y

dyyC
dt
dy

1
21111 =Þ=Þ=Û= òò . 
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3. РУКОВОДСТВО К САМОСТОЯТЕЛЬНОМУ ИЗУЧЕНИЮ ТЕМ КУРСА 
 

Предел функции 
 

Предел функции )(xf  в точке a  равен b , если для любой последовательности значений 
аргумента 1x , 2x ,…, nx ,… ( axn ¹ ), имеющей предел a , последовательность 
соответствующих значений функции )( 1xf , )( 2xf ,…, )( nxf ,…имеет предел равный  b .  
Обозначается: bxf

ax
=

®
)(lim  или ( ) bxf ®  при ax® . 

Предел функции )(xf  в точке a  равен b , если для любого сколь угодно малого 
положительного числа e  найдется такое положительное число d ,  зависящее от e ,  что для 
всех ( )fDxÎ , не равных a  и удовлетворяющих условию d<-< ax0 , выполняется 

неравенство e<-bxf )( . 

bxf
ax

=
®

)(lim   
0>

"
e
e  

)(
0
ed

d
d
>
$ ))(0(

)(
ed <-Þ<-<"

Î
bxfaxx

fDx
. 

 Число b  называется пределом функции )(xf  при  ax®  слева   ( ax< ), если для нее  
существует предел bxfaf

ax
==-

-®
)(lim)0(

0
. 

Число b  называется пределом функции )( xfy =  при ax®  и ax >  справа, если для нее 
существует предел bxfaf

ax
==+

+®
)(lim)0(

0
. 

 Для существования обыкновенного предела функции )(xf  при ax®  необходимо и 
достаточно существование каждого и равенство обоих пределов слева и справа: )(lim

0
xf

ax -®
=

)(lim
0

xf
ax +®

=b . 

Если функция )(xf  имеет различные пределы при 0-® ax  и при 0+® ax , 
то говорят, что )(lim xf

ax®
 не существует. 

В зависимости от вида конкретных функций )(xf   и )(xg  предел может быть равен числу, 
¥+ , ¥- , ¥, может не существовать.  

Поэтому говорят, что в этих случаях мы имеем неопределенности  вида: 

¥-¥¥×
¥
¥ ,0,,

0
0

. 

Кроме этих неопределенностей, связанных с арифметическими действиями над пределами, 
существуют неопределенности вида: ¥¥¥ 1,0,0 , относящиеся к пределу вида 

. 

Чтобы найти пределы при наличии неопределенности, надо эту неопределенность устранить 
(раскрыть). Это достигается, с одной стороны, применением алгебраических и 
тригонометрических преобразований, заменой переменной, использованием эквивалентных 
бесконечно малых и бесконечно больших, а с другой стороны, использованием так 
называемых замечательных пределов. 

 
 
 
 
 
 

)()]([lim xg

ax
xf

®
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Раскрытие неопределенности различных видов 

Раскрытие неопределенности вида ÷
ø
ö

ç
è
æ
0
0

  
Рассмотрим ( )

( )xQ
xP

n

m

ax®
lim . Если 

( ) ( )xQxP nm ,  целые многочлены и ( ) 0¹aPm  или ( ) 0¹aQn , то предел 

рациональной дроби  ( )
( )xQ
xP

n

m

ax®
lim  находится непосредственно. 

Если же ax ®  ( ) ( ) 0,0 ®® xQxP nm , имеем неопределенность вида  ÷
ø
ö

ç
è
æ
0
0

. Для 

раскрытия неопределенности следует разложить числитель и знаменатель дроби на 
множители, выделив тем самым обнуляющий множитель )( ax - , а затем сократить 
дробь на )( ax - . Сокращение возможно, так как при ax ® знаменатель лишь стремится к 
нулю, но не равен нулю. 

Пример 1.  Вычислить предел 
4

20132lim
2

4 -
+-

® x
xx

x
. 

Решение: ÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
+-

® 0
0

4
20132lim

2

4 x
xx

x
. Так как многочлен обращается в нуль при 4=x , то он 

делится без остатка на )4( -x . Значит, можно выделить в числителе и в знаменателе 
обнуляющий множитель )4( -x .  

632)52(lim2
4

)52()4(2lim
0
0

4
20132lim

44

2

4
=×=-×=

-
-×-×

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
+-

®®®
x

x
xx

x
xx

xxx
. 

Пример 2. Вычислить предел 
12167
842lim 23

23

2 -+-
+--

® xxx
xxx

x
. 

Решение:  ÷
ø
ö

ç
è
æ=

-+-
+--

® 0
0

12167
842lim 23

23

2 xxx
xxx

x
, следовательно, в числителе и знаменателе можно 

выделить множитель )2( -x . Проведем деление «уголком». 

-
23

23

2

842

xx

xxx

-

+--     
4

2
2 -

-

x

x
                       

               - 84
84

+-
+-

x
x

 

                         0 

-
23

23

2

12167

xx

xxx

-

-+-   
65

2
2 +-

-

xx

x
 

  -  
xx

xx

105

12165
2

2

+-

-+-    

                  - 126
126

-
-

x
x

 

                           0 
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( ) ( )
( ) ( ) 65

4lim
652

42lim
0
0

12167
842lim 2

2

22

2

0223

23

2 +-
-

=
+-×-

-×-
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-+-
+--

®®-® xx
x

xxx
xx

xxx
xxx

xxx
. 

После сокращения на )2( -x  дробь упростилась, но неопределенность не ушла. Это 
означает, что в числителе и в знаменателе ещё раз можно выделить обнуляющий множитель 

)2( -x и сократить на него: 

4
3
2lim

)3)(2(
)2)(2(lim

0
0

65
4lim

2022

2

02
-=

-
+

=
--
+-

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

+-
-

®®-®- x
x

xx
xx

xx
x

xxx
. 

Выражения, содержащие иррациональности, приводятся к рациональному виду во 
многих случаях путем введения новой переменной. 

Пример 3. Вычислить предел 
x
x

x -
-

® 4
2lim

4

16
 

Решение: 

4
1

2
1lim

)2)(2(
2lim

0
0

4
2lim

2
16

0
0

4
2lim

2222

4
4

16
=

+
=

+-
-

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
-

=
®
®
=

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
-

®®®® ttt
t

t
t

t
x

xt

x
x

tttx
. 

Другим приёмом нахождения предела от иррационального выражения является перевод 
иррациональности из числителя в знаменатель или, наоборот, из знаменателя в 
числитель.  

Пример 4. Вычислить предел 
1

25lim
1 -

--
® x

x
x

. 

Решение:  Заметим, что при 1®x  и числитель, и знаменатель также стремятся к нулю. 
Переведем иррациональность из числителя в знаменатель, для этого умножим числитель и 
знаменатель на выражение, сопряженное числителю. Получим: 

( )25)1(
)1(lim

)25)(1(
)25)(25(lim

0
0

1
25lim

111 +--
-=

+--
+---=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-
--

®®® xx
x

xx
xx

x
x

xxx
. 

В числителе и знаменателе выделился обнуляющий множитель )1( -x , сократим на него, тем 
самым избавимся от неопределенности: 

( ) 4
1

25
1lim

25)1(
)1(lim

101
-=

+-
-

=
+--

-
®®- xxx

x
xx

. 

Пример 5. Вычислить предел 
12
25lim

1 --
--

® x
x

x
. 

Решение: Подставим в выражение 1=x  и убедимся, что имеем неопределенность вида ÷
ø
ö

ç
è
æ
0
0

. 

Иррациональность содержится и в числителе, и в знаменателе дроби. Умножим числитель и 
знаменатель на выражение, сопряженное числителю, а затем -  на сопряженное знаменателю. 
Используя формулы сокращенного умножения, упростим выражение, выделим обнуляющий 
множитель ( )1-х  и сократим на него: 

=
+-+---
+-+---

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

--
--

®® )25)(12)(12(
)12)(25)(25(lim

0
0

12
25lim

11 xxx
xxx

x
x

xx
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2
1

4
2

25
12lim

)25)(1(
)12)(1(lim

11
==

+-
+-

=
+--
+--

®® x
x

xx
xx

xx
. 

Раскрытие неопределенности вида ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

 

При отыскании предела отношения двух целых многочленов относительно х  при 
¥®х  оба члена отношения полезно предварительно разделить на старшую степень 

nх , где n - наивысшая степень этих многочленов. 
Аналогичный приём во многих случаях можно применять и для дробей, содержащих 
иррациональности. 

Пример 6. Вычислить предел  
725

143lim 3

23

++
-+-

¥® xx
xxx

x
. 

Решение:  ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
++
-+-

¥® 725
143lim 3

23

xx
xxx

x
.  

Разделим числитель и знаменатель на старшую степень 
3x , тогда 

5
1

005
0001lim725

1431
lim

725
143lim

32

32

3

23

=
++
-+-

=
++

-+-
=÷

ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
++
-+-

¥®¥®¥® xxx

xx

xxx
xx

xxx . 

Пример 7.  Вычислить предел 
xxx

xx
x 82

854lim 34

2

+-
-+

¥®
. 

Решение:   ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-
-+

¥® xxx
xx

x 82
854lim 34

2

. Разделим числитель и знаменатель на 4x , тогда 

0
1
0

821

854

lim
82
854lim

3

432

34

2

==
+-

-+
=÷

ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-
-+

¥®¥®

xx

xxx
xxx

xx
xx

. 

Пример 8.  Вычислить предел  
136

9lim 23

25

+-
-+

¥® xx
xxx

x
. 

Решение:  ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-

-+
¥® 136

9lim 23

25

xx
xxx

x  
Разделим числитель и знаменатель на 5x , тогда 

¥=÷
ø
ö

ç
è
æ=

+-

-+
=÷

ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-

-+
¥®¥® 0

1
136

911
lim

136
9lim

532

43

23

25

xxx

xx
xx

xxx
xx

. 

Пример 9. Вычислить предел 
5 54

3 3

11

11lim
+-+

+-+
¥® xx

xx
x

. 
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Решение:  ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-+

+-+
¥® 5 54

3 3

11

11lim
xx

xx
x

. 

Разделим числитель и знаменатель на старшую степень – на x , тогда 

=

+-+

+-+
=

+
-

+

+
-

+

=÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+-+

+-+
¥®¥®¥®

5
55

5

4
44

3
33

3

22

5 54

3 3

5 54

3 3

11

11

lim
11

11

lim
11

11lim

xx
x

xx
x

xx
x

xx
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xx

xx
xxx

 

1
1
1

1111

1111

lim
5

3

5
5

4
43

3
32

=
-
-

=
+-+

+-+
=

¥®

xxx

xxx
x

. 

Нетрудно заметить, что  

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

>¥
<

=

=÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

=
+++
+++

-

-

¥®

.,
,,0

,,

...
...

lim
0

0

1
10

1
10

nmесли
nmесли

nmесли
B
A

BxBxB
AxAxA

n
nn

m
mm

x
 

Неопределенности вида ÷
ø
ö

ç
è
æ
0
0

 может быть раскрыта при помощи первого 

замечательного предела и с использованием  эквивалентности бесконечно малых. 
 

Замечательные пределы 

Первым замечательным пределом называется   1sinlim
0

=
® x

x
x

. 

Пример 10. Вычислить предел 
x

x
x 2

6sinlim
0®

. 

Решение:
 x

x
x 2

6sinlim
0®

= 313
6

6sinlim3
23

6sin3lim
00

=×==
×

×
®® x

x
x

x
xx

.
 

Пример 11. Вычислить предел 20

cos1lim
x

x
x

-
®

. 

Решение: 

2
11

2
1

2

2
sin

lim
2
1

2
2

2
sin

lim2
sin2

lim
2

sin2cos1cos1lim 2

2

02

2

02

2

0

2
20

=×=

÷
ø
ö

ç
è
æ

×=

÷
ø
ö

ç
è
æ×

===-=
-

®®®® x

x

x

x

x

x
xx

x
x

xxxx

. 
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Второй замечательный предел 

Вторым замечательным пределом называется e
x

x

x
=÷

ø
ö

ç
è
æ +

¥®

11lim  

Второй замечательный предел используется на практике при вычислении пределов степенно-
показательных функций в случае неопределенности ( ¥1 ). 

Пример 12. Вычислить предел 
x

x x

521lim ÷
ø
ö

ç
è
æ +

¥®
. 

Решение:  ( ) =
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +==

¥=

=÷
ø
ö

ç
è
æ +

=÷
ø
ö

ç
è
æ +

×

¥®

¥

¥®

¥®
¥®

x
xx

x

x

x
x

x xx
x

x

52

2
5 21lim1

5lim

,121lim21lim  

.21lim 10

10

2
e

x

e

x

x
=

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ +=

¥®

43421

 

Пример 13. Вычислить предел  ( )x
x

x
2

0
31lim -

®
. 

Решение: ( )
( )

( ) ( ) =úû
ù

êë
é -+==

¥=

=-
=-

×-

-
®

¥

®

®

®

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x

x
x

23

3
1

0
0

02

0
)3(1lim12lim

,131lim
31lim  

( ) 6
6

6

3
1

0

1)3(1lim
e

ex

e

x
x

==úû
ù

êë
é -+ -

-

-
®

44 344 21

 

Эквивалентные бесконечно малые 
Бесконечно малые называются эквивалентными друг другу при ax® , если 

1
0
0

)(
)(lim

)(
=÷
ø
ö

ç
è
æ=

¥® x
x

ax b
a

. 

Приведем таблицу эквивалентных бесконечно малых  функций при 0®x . 
при 0®x  

xx ~sin  xex ~1-  
xtgx ~  axax ln~1 ×-  

xx ~arcsin  xx ~)1ln( +  
xarctgx ~  

a
xxa ln

~)1(log +  

2
~cos1

2xx-  n
mxx n

m

×-+ ~1)1(  

mxx m ~1)1( -+  
2

~11 xx -+  
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Эквивалентность бесконечно малых можно использовать при вычислении пределов 
произведения (или дроби, так как любую дробь можно представить в виде произведения) 
бесконечно малые величины  можно заменять эквивалентными. 

Пример 14. Вычислить предел 
1

)51ln(lim 30 -
+

® xx e
x

. 

Решение:  
3
5

3
5lim

3~1

5~)51ln(

03050

0
0

1
)51ln(lim

0
3

30
==

-

+

®®®

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
+

®® x
x

xe

xx

xиxxпри

e
x

x
x

xx
. 

уверенно делать эквивалентные замены можно именно в произведениях и очень осторожно в 
случае суммы или разности, так как в последнем случае могут получаться бесконечно малые 
более высокого порядка, чем слагаемые. 

Пример 15.  Вычислить предел  30

sinlim
x

xtgx
x

-
®

.  

Решение:  =
-

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

-
®® 3030

sin
cos
sin

lim
0
0sinlim

x

x
x
x

x
xtgx

xx  

2
1

cos2
1lim

cos
2lim

~sin
2

~cos1

0

cos
)cos1(sinlim

03

2

0

2

30
==

×

×
=-

®

==
×
-×

®®® xxx

xx

xx

xx

x

xx
xx

xxx
. 

Пример 16. Вычислить предел  
xtgx

x
x

4
2

sin

2cos1lim
0

×

-
®

. 

Решение:  

3
2

3
2lim

3
2lim

6
2

2
)2(

lim

6~6
2

~
2

sin

2
)2(~2cos1

0

0
0

6
2

sin

2cos1lim
02

2

0

2

0

2

0
===

×
=

-

®

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

×

-
®®®® xxxx x

x

xx

x

xxtg

xx

xx

x

xtgx
x

. 

Пример 17. Вычислить предел 3

5 2

0

1)51(
lim

x
x

x

-+
®

. 

Решение:  =
×-+

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-+
® xx

x

x
x

x 5
5
2~1)51(

0

0
01)51(

lim
5 23

5 2

0
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.
0
22lim2lim

5
5
2

lim 203030
¥=÷

ø
ö

ç
è
æ===

×
=

®®® xx
x

x

x

xxx
 

Пример 18. Вычислить предел  
)22(

13lim
1

1 +
-+

-® xarctg

x

x
. 

Решение: =
+
×+

=
++

×+-

®+

=÷
ø
ö

ç
è
æ=

+
-

-®

+
+

-® 22
3ln)1(lim

22~)22(
3ln)1(~13

01

0
0

)22(
13lim

1

1
1

1 x
x

xxarctg
x

x

xarctg x

x
x

x
 

2
3ln

2
3lnlim

)1(2
3ln)1(lim

11
===

+
×+

=
-®-® xx x

x
. 

Пример 19. Вычислить предел  2
372

2

2

3lim +
-+

¥®
x

xx

x
. 

Решение: В данном случае имеем предел отношения двух целых многочленов в показателе 
степени. В силу непрерывности показательной функции, перенесём знак предела в 

показатель степени: 9333lim 22
372lim

2
372

2

2

2

2

=== +
-+

+
-+

¥®

¥® x
xx

x
xx

x

x
. 

Пример 20. Вычислить предел  5
95 23

4
1lim -

+-

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ x

xx

x
. 

Решение: 0
4
1

4
1

4
1

4
1lim 32

32323

51

951
lim

5
95lim

5
95

=÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ

¥+
-

+-

-
+-

-
+-

¥®

¥®¥®

xx

xx
x

xx
x

xx

x

xx

. 

Раскрытие неопределенности вида )(),0( ¥-¥¥×  

Неопределенности вида )(),0( ¥-¥¥×  чаще всего сводят к неопределенностям вида  

÷
ø
ö

ç
è
æ
0
0

 или ÷
ø
ö

ç
è
æ
¥
¥

. 

Пример 21.  Вычислить предел  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

-¥® 225
lim 2

32

x
x

x
x

x
. 

Решение:  )(
225

lim 2

32

¥-¥=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

-¥® x
x

x
x

x
. 

Чтобы раскрыть неопределенность, приведем дроби к общему знаменателю. 
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=
+-

--+
=¥-¥=÷÷

ø

ö
çç
è

æ

+
-

- ¥®¥® )2)(25(
)15()2(lim)(

225
lim 2

322

2

32

xx
xxxx

x
x

x
x

xx

¥=
-+-

++-
=

¥® 41025
24lim 23

234

xxx
xxx

x
. 

Пример 22. Вычислить предел ( )1252lim --+
¥®

xx
x

. 

Решение: Для раскрытия неопределенности )( ¥-¥  умножим и разделим стоящую под 

знаком предела функцию на сопряженную ей функцию ( )1252 -++ xx , получим: 

( ) ( ) ( )
=

-++
-++×--+

=¥-¥=--+
¥®¥® 1252

12521252lim)(1252lim
xx

xxxxxx
xx

 

06
1252

6lim
1252
)12()52(lim =

¥
=

-++
=

-++
--+

=
¥®¥® xxxx

xx
xx

. 

Пример 23. Вычислить предел .
2

lim
2

tgxx
x

÷
ø
ö

ç
è
æ -

®

p
p

 

Решение: ( ) =+-=
®®

-=
=¥×=÷

ø
ö

ç
è
æ -

®

®-

®
)

2
()(lim

0,
2

20
2

lim
0

)0
2

(
2

p
p

p
p

p

p
ttgt

tx

xt
tgxх

t

х

x

 .1
0
0lim)(lim

0
0

=÷
ø
ö

ç
è
æ===×=

®
® tgt

tctgtt
t

t
 

Пример 24. Вычислить предел .12lim
1

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-×

¥®

x

x
x  

Решение:  

( ) 2ln1

2ln1

lim
2ln1~12

01

0
0

1
12lim012lim 1

1
1

=
×

=

×-

®
=÷

ø
ö

ç
è
æ=

-
=×¥=÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-×

¥®¥®¥®

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x
. 

Пример 25. Вычислить предел. 

Решение:  

( )
)1(

1lim

1
1

11lim

1
11lim

2

12

¥

+¥®

+¥®
-

+¥®
=

+¥=-

=÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

=÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

x

x
x

x

x
x

x
. 

Выделим под пределом число e : 
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( ) ( )
+¥=====

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ ¥+-+

-+
+
-

+¥®

-×
++

+¥®
+¥®+¥® eeee

x
xx

xx
x
x

x

x
x

e

x

x
xx )1(lim1

)1)(1(lim
1
11

1
1

1
22

lim
1

11lim
44 344 21 . 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Найдите предел функции 
Вариант 1 

1) 
132

1lim 23 +-
-

® xx
x

x
,                               6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

-® 11
3lim 21 x

x
xx

, 

2) 
6

3lim
6 -® x

x
x

,                                       7) 
xx

x
x 3434

7lim
0 --+®

, 

3) 
234

523lim 34

24

+-
+-

¥® xx
xxx

x
,                         8) 

1
)sin1ln(lim

0 -
-

® tgxx e
x , 

4) 
33
22lim 23

23

1 +++
+++

-® xxx
xxx

x
,                       9) 

15

115
415lim

-

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x  

5) 
12

1
11lim

-

+¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

x

x x
,                          10) 

)1/(1

1

3

12lim
-

®
÷
ø
ö

ç
è
æ - x

x x
x

. 

 
Вариант 2 

1) 
273

65lim 23 --
+

-® xx
x

x
,                              6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

+-® 21 1
4

1
5lim

xxx
, 

2) 
x

x
x -® 9

2lim
9

,                                        7) 
121

1lim
2

1 --
-

® x
x

x
, 

3) 
524
523lim 2

24

+-
+-

¥® xx
xxx

x
,                          8) 

)1sin(
1lim

3

1 +
+

-® x
x

x
, 

4) 
xxx

xx
x 34

)32(lim 23

22

3 ++
-+

-®
,                           9) x

x
x

1

0
)(coslim

®
, 

5) 
66
55lim 23

23

1 -+-
-+-

® xxx
xxx

x
,                        10) 

614

57
7lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+

x

x x
x . 

 
Вариант 3 

1) 
xx

x
x -

-
® 24 3

3lim ,                                     6) ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

-® 22 4
3

2
7lim

x
x

xx
, 

2) 
1

2lim 2 +¥® xx
,                                      7) 

x
x

x

416lim
0

-+
®

, 

3) 
xxx

xxx
x 223

33lim 24

23

-+
-+

¥®
,                         8) 

arctgx
x

x 3
24lim

0

-+
®

, 

4) 
4
2lim

4

16 -
-

® x
x

x
,                                                        9) 

x
x

x psin
1lim

2

1

-
®

, 

5) 
23

2lim 22 +-
-

® xx
x

x
,                              10) 

3
52

10
10lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
-

x

x x
x . 
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Вариант 4 

1) 25 1
9lim

x
x

x -
-

®
,                                      6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

+-® 22 4
9

2
4lim

xxx
, 

2) 
25

1lim 2 -¥® xx
,                                   7) 

x
x

x

525lim
0

-+
®

, 

3) 
233

123lim 34

234

+-
--+-

¥® xx
xxx

x
,                  8) 

2

)1(lim
0 xtg

xxarctg
x

+
®

, 

4) 
32

9lim 2

2

3 --
-

® xx
x

x
,                              9) 

153

56
26lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x , 

5) 
12

1
11lim

-

+¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

x

x x
,                          10) 

p

p

p -

®
÷
ø
ö

ç
è
æ --

x

x
x

2
3

2

)
2

sin(1lim . 

 
Вариант 5 

1) 
182

9lim 3

2

0 +-
-

® xx
x

x
,                               6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

-® 962
1lim 23 x

x
xx

, 

2) 
1

2lim 2 +¥® xx
,                                      7) 

96
17lim 23 ++
--+

-® xx
xx

x
, 

3) 
xxx

xxx
x 235

723lim 35

23

+-
-+-

¥®
,                       8) 

1
3lim 60 --® xx e
xarctg , 

4) 
248

)31ln(lim
0 -+

-
® x

x
x

,                              9) 
2

3sin
2sinlim

0

x

x x
x
÷
ø
ö

ç
è
æ

®
, 

5) 
910

187lim 2

2

9 +-
--

® xx
xx

x
,                             10) 

122

711
511lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
- x

x x
x . 

 
Вариант 6 

1) 
32

2lim 23

2

1 +-
+

® xx
xx

x
,                               6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

+-® 9
5

3
10lim 23 xxx

, 

2) 
)1)(1(

2lim
1 +--® xx

x
x

,                            7) 
12

845lim 21 ++
+-+

-® xx
xx

x
, 

3) 
123
12lim 2

2

++
++

¥® xx
xx

x
,                             8) 

)2(arcsin
15lim 2

2

2 -
--

® x

x

x
, 

4) 
x

x
x ln

1lim
2

1

-
®

,                                      9) 
2

1

2

2

13
123lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
--
++

x

x xx
xx , 

5) 
1811

1538lim 2

2

9 ++
--

-® xx
xx

x
,                            10) 

22

2

2

4
3lim

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-
-

x

x x
x . 

 
Вариант 7 

1) 
52

24lim 23

2

1 +-
+-

-® xx
x

x
,                             6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

-® 16
2

312
1lim 24 x

x
xx

, 
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2) 
9

3lim 23 --® xx
,                                     7) 230

131lim
xx
x

x +
-+

®
, 

3) 
25

123lim 2

234

-
--+-

¥® x
xxx

x
,                   8) 

1
)4sin1ln(lim

0 -
+

® tgxx e
x , 

4) 
)1ln(sin

2lim
2 -

-
® x

tgtgx
x

,                               9) 
12

35
25lim

-

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ x

x x
x

, 

5) 
6

4lim 2

2

2 --
-

-® xx
x

x
,                                10) 

x

x x
x 2

37
27lim ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-

¥®
. 

 
Вариант 8 

1) 
82

5lim 3

2

2 +-
-

® xx
xx

x
,                                6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

-® 25315
1lim 25 x

x
xx

, 

2) 
9

5lim 23 --® x
x

x
,                                     7) 

262
153lim

5 --
-

® x
x

x
, 

3) 
23

123lim 457

234

+-+
--+-

¥® xxx
xxx

x
,                   8) 

1
)21ln(lim 30 -

+
® xx e

x , 

4) 3

23

0

37lim
xtgx

xx

x +
-

®
,                                  9) ( ) 2

1
2

0
31lim x

x
xtg+

®
, 

5) 
43
82lim 2

2

4 --
--

® xx
xx

x
,                                10) 

x

x x
x 23

6
5lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+ . 

 
Вариант 9 

1) 
62

6lim 3

2

2 --
--

-® xx
x

x
,                                6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

+-® 25
1

204
1lim 25 xxx

, 

2) 
)9(

1lim 23 -® xxx
,                                  7) 

4
132lim 22 -

---
® x

xx
x

, 

3) 
1

12lim
2

+
++

¥® x
xx

x
,                                8) 

1
121lim 4

5

0 -
-+

® xx e
x , 

4) x
x

x
1

0
)(coslim

®
,                                   9) 

x
xx

x cos1
sin2lim

0 -®
, 

5) 
99

98lim 23

2

1 --+
--

-® xxx
xx

x
,                         10) 

2

23

2

2

4
2lim

xx

x x
x

+

¥® ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
- . 

 
 
Вариант 10 

1) 
69
12lim 30 --

++
® xx

xe x

x
,                               6) ÷

ø
ö

ç
è
æ

-
-

® xxxx 20

1
4
1lim , 

2) 24 16
5lim

x
x

x --®
,                                  7) 

2253
9lim

2

3 ---
-

® xx
x

x
, 

3) 
123

12lim 23

2

+++
++

¥® xxx
xx

x
,                    8) 

x
x

x 9arcsin
)31(log

lim 2

0

+
®

, 
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4) 
1

23lim 23

3

1 +--
+-

® xxx
xx

x
,                        9) 

x
x

x 3cos1
2arcsinlim

2

0 -®
, 

5) 
623

65lim 23

2

3 +++
++

-® xxx
xx

x
,                  10) 

x

x x
x 47

52
32lim

+

¥®
÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+ . 

 
 
Непрерывность функции в точке 
Понятие непрерывности функции, так же как и понятие предела, является одним из 

основных понятий математического анализа. 
Рассмотрим функцию )(xfy = , которая определена в окрестности точки  0x . 
Определение 1:  Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0x , если 

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
®

. 

Функцию )(xf следует считать непрерывной в точке 0xx = , если она: 
1) определена в точке 0x  и в точках некоторой ее окрестности  
(т.е. существует ( )0xf ), 
2) имеет в этой точке конечные односторонние пределы, равные между 

собой, 
3) значение односторонних пределов равно значению функции в точке 0x ,  

т.е.    )()(lim)(lim 000 00
xfxfxf

xxxx
==

+®-®
. 

Пример 1. Исследовать непрерывность в точке 0x  функций, заданных  графически. 
Решение. а) В точке 0xx =  функция )(xfy =  (на рис.  1.а)   не является 

непрерывной, так как нарушено первое условие непрерывности – существование ( )0xf  (
( )fDx Ï0 ). 

б) В точке 0xx =  функция )(xfy =  (на рис. 1.б) не является непрерывной.  Первые 

два условия непрерывности выполнены, но нарушено третье условие: )()(lim 0
0

xfxf
xx

¹
®

. 

в)   В точке 0xx =  (на рис. 1.в) первое условие непрерывности выполнено: ( )0xf  
существует. Но нарушено второе условие – существуют односторонние пределы функции 
слева и справа в точке 0xx = , но они не равны между собой ( ( ) ( )000

lim xfxf
xx

=
=®

 и 

( ) bxf
xx

=
+® 00

lim ),  а, значит, не существует общий предел функции в точке 0xx = . 

Следовательно, в точке 0xx =  функция )(xfy =  не является непрерывной. 
г) В точке 0xx =  функция )(xfy =  (на рис. 1.г) непрерывна, так как выполнены все 

три условия непрерывности: bxfxf
xx

==
®

)()(lim 0
0

. 
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 а)                                                             б) 

 
    в)                                                                г) 

 
                                                           рис. 1. 
Если областью определения функции является промежуток числовой оси, то 

очевидно, что непрерывность функции в данной точке выражается непрерывностью её 
графика при прохождении данной точки (без отрыва карандаша от листа бумаги). 

Дадим еще два определения непрерывности функции в точке, используя определения 
предела функции на языке окрестности и на языке "" de - . 

Определение 2. )(xf  непрерывна в точке 0x ,  если  для любой окрестности точки 
( )0xf  найдётся такая окрестность точки 0x , что для любой точки ( )fDxÎ  из  найденной 

окрестности точки 0x  значение функции в этой точке непременно окажется в выбранной 
произвольно окрестности точки ( )0xf , т.е. 
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)(xf  непрерывна в точке 0x
))(( )()()( 0000 xfxfDxxxf VxfUxxUV ÎÞÎ"$"

Î
. 

На языке неравенств (на языке "" de - ) понятие непрерывности функции в точке  
выразится так: 

Определение 3.  )(xf  непрерывна в точке 0xx = ,  если  каково бы ни было число 
0>e , для него найдется такое число 0>d , что неравенство d<- 0xx  влечет за собой 

неравенство e<- )()( 0xfxf , т.е. 

)(xf  непрерывна в т. 0x  ))()(( 00)(00
edde

de
<-Þ<-"$"

Î>>
xfxfxxx

fDx
. 

 
Пусть )(xf  непрерывна в точке 0x .  

В равенстве )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
®

 перенесем )( 0xf  в левую часть равенства. 

 Тогда: 
)]()([lim)(lim)(lim)()(lim 000

0000
xfxfxfxfxfxf

xxxxxxxx
-=-=-

®®®®
, 

Выражение “ 0xx®  “  эквивалентно выражению  “ 00 ®- xx ”. 
Обозначим разность xxx D=- 0  и назовём  приращением  аргумента, 
а  yxfxf D=- )()( 0  - соответствующим приращением  функции. 
Тогда   0xxx -=D ,     xxx D+= 0 ,       )()()()( 000 xfxxfxfxfy -D+=-=D . 

Так как 0)()(lim 0
0

=-
®

xfxf
xx

, то 0lim
0

=D
®D

y
x

. 

Это позволяет сформулировать еще одно определение непрерывности функции в 
точке: 

Определение 4.  )(xfy =  непрерывна в точке 0xx =      0lim
0

=D
®D

y
x

,  

т.е. бесконечно малому приращению аргумента в точке 0xx =  соответствует 
бесконечно малое приращение функции yD . 

Пример 2. Используя определение непрерывности функции в точке, доказать, что 
функция xy sin=  непрерывна в  произвольной точке 0xx = .  

Решение. Покажем, что при любом 0xx =  данная функция удовлетворяет 

определению и 0sinsinlim
0

xx
xx

=
®

.   Для этого достаточно показать,  что при 0xx ®  

значения xsin  отличаются от 0sin x  на бесконечно малую величину.  

Рассмотрим 
2

cos
2

sin2sinsin 00
0

xxxxxx +
×

-
=- .  

Напомним, что для любого xxx £sin . 
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Так как 0
22

sin 00 ®
-

<
- xxxx

 при , т.е. является бесконечно малой, а 

1
2

cos 0 £
+ xx

 - ограниченной, то 
2

cos
2

sin2 00 xxxx +
×

-
 - бесконечно малая величина 

при 0xx®  как произведение бесконечно малой на ограниченную.    

Тогда 0sinsinlim
0

xx
xx

=
®

. 

Непрерывность основных элементарных функций 
Выше, в примере 2,  мы доказали непрерывность функции xy sin=  в любой точке ее 

области определения.  Аналогичным образом рассматривая каждую простейшую (основную) 
элементарную функцию, можно доказать следующую теорему: 

Теорема 1. Всякая простейшая элементарная функция непрерывна в каждой точке, в 
которой она определена (т.е. в каждой точке естественной области определения). 

 
 
Свойства функций, непрерывных в точке 

1. Локальная ограниченность 
Теорема 2. Если функция )(xf непрерывна в  точке 0xx = , то она ограничена в 

некоторой окрестности этой точки. 
Доказательство: Так как функция )(xf  непрерывна в  точке 0xx = , то  
для 1=e   )1)()(( 000

<-ÞÎ"$ xfxfUxxU xx . 

Рассмотрим последнее неравенство: 1)()( 0 <- xfxf ,  

откуда  1)()(1)( 00 +<<- xfxfxf . 
Имеем: 

0xUx
x

Î
"  )(1)()(1)( 00 xfxfxfxf Þ+<<- - ограничена в 

0xU . 

2. Сохранение знака 
Теорема 3. Если функция )(xf  непрерывна в  точке 0xx =  и 0)( 0 ¹xf ,  то в 

некоторой окрестности   точки 0xx =   функция сохраняет постоянный знак.  
Доказательство:   Пусть 0)( 0 >xf . Пусть 0)( 0 >= xfe . Так как )(xf  

непрерывна в  точке 0xx = , то  найдется окрестность точки 0x  такая, что для всех x  из этой 
окрестности выполнится неравенство ( )00 )()( xfxfxf <- . Решим это неравенство: 

)()()()()( 0000 xfxfxfxfxf +<<- . Получили, что 
0xUx

x
Î
"  0)( >xf . 

Аналогично доказывается  случай 0)( 0 <xf . 
3. Арифметические операции над непрерывными функциями 

Теорема 4. Если функции f  и g непрерывны в  точке 0xx = , то функции fc × , где 
constc - , gf + , gf ×  тоже непрерывны в  точке 0xx = . Если, кроме того, 0)( 0 ¹xg , 

то и 
g
f

 также непрерывна в  точке 0xx = . 

Доказательство:  Докажем непрерывность 
g
f

 в  точке 0xx = . 

0xx ®
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По условию, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
®

,  )()(lim 0
0

xgxg
xx

=
®

  и  0)( 0 ¹xg .  

Выполнены все условия теоремы о пределе частного: 

)(
)(
)(

)(lim

)(lim

)(
)(lim 0

0

0

0

0

0
x

g
f

xg
xf

xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
===

®

®

®
. 

Это и означает, что функция  
g
f

 непрерывна в  точке 0xx = . 

Мы предлагаем самостоятельно доказать непрерывность следующих функций: fc × , 
где constc - , gf + , gf × . 

Определение непрерывности функции )(xf  в точке 0xx =  может быть записано так:           
)lim()(lim

00
xfxf

xxxx ®®
= , 

т.е. для непрерывной функции возможна перестановка символов предела и 
функции. (Это утверждение может быть доказано с помощью определения предела 
функции по Гейне). Для того чтобы найти предел непрерывной функции при 0xx ® , 
достаточно в выражение функции подставить вместо аргумента x  его значение 0x . 

Пример 3. Найти предел функции  
3
72lim

2 +
+

-® x
x

x
. 

Решение. Функция ( ) 72 += xxf  -  линейная -  определена,  а значит,  непрерывна,  в 
точке 2-=x .  Аналогично можно утверждать,  что и ( ) 3+= xxg  непрерывна, в точке 

2-=x . На основании непрерывности функции 
g
f

  в точке 2-=x  искомый предел равен 

значению функции в этой точке, т.е. 
( ) 3

32
722

3
72lim

2
=

+-
+-×

=
+
+

-® x
x

x
. 

4. Непрерывность сложной функции 
Теорема 5.  Пусть )(),( xuufy j==  и множество значений функции )(xu j=  

является областью определения функции )(ufy = . 
Если функция )(xu j=  непрерывна в точке 0x , а функция )(ufy =  непрерывна в 

точке )( 00 xu j= , то сложная функция )]([ xf j  непрерывна в точке 0x . 
Доказательство: Зададим произвольное число 0>e . Так как функция ( )uf  

непрерывна при 0uu = , то  (по определению 3)  для e  найдется такое число 0>s , что  из 
неравенства s<- 0uu  следует  неравенство ( ) ( ) e<- 0ufuf . 

С другой стороны, ввиду непрерывности ( )xj  при 0xx =  для числа  s  найдется 
такое число 0>d , что из неравенства d<- 0xx  следует ( ) ( ) ( ) sjjj <-=- 00 uxxx
. 

Учитывая выбор числа s , можем утверждать, что  
                                        ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ] ejjj <-=- 00 xfxfufxf . 
Таким образом, для произвольно выбранного числа 0>e  нашлось такое число 0>d

, что из d<- 0xx  следует ( )[ ] ( )[ ] ejj <- 0xfxf .  
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Этим на языке "" de -  и доказана непрерывность функции  )]([ xf j  в точке 0x . 

Пример 4. Функцию 3sin xy =  можно рассмотреть как сложную: 

uy sin= , 3xu = .  

Функция 3xu =  непрерывна для 
Rx
x

Î
" .  Функция uy sin=  непрерывна для 

RU
U
Î

" . 

Следовательно, 3sin xy =  также непрерывна для 
Rx
x

Î
" , как сложная, составленная из 

непрерывных. 

Свойство 4 может быть записано в виде      ( )[ ] ( )úû
ù

êë
é=

®®
xfxf

xxxx
jj

00
limlim ,  

т.е. под знаком непрерывной функции можно переходить к пределу. 

Пример 5. Доказать, что 
( ) 11lnlim

0
=

+
® a

a
a

. 

Доказательство:  имеем    
( ) ( ) ( )aaa

aa
a 1

1ln1ln11ln
+=+×=

+
,     

( ) e=+
®

a
a

a
1

0
1lim . 

( ) ( ) ( ) 1ln1limln1lnlim1lnlim
1

0

1

00
==+=+=

+
®®®

ea
a

a
aa

aa
a
a

. 

Из теорем 1, 4 и 5 следует, что также непрерывны в каждой точке своих областей 
определения все функции, полученные из простейших с помощью конечного числа 
арифметических операций и операции композиции. 

Односторонняя непрерывность 
Определение 5.  Если функция )(xfy =  определена в точке 0x  и в некоторой 

окрестности );( 00 xx d-  слева от нее  и )()(lim 000
xfxf

xx
=

-®
, то говорят, что функция 

)(xfy =  непрерывна в точке 0x  слева.  
Определение 6. Если функция )(xfy =  определена в точке 0x  и в некоторой 

окрестности );( 00 d+xx справа от нее и )()(lim 000
xfxf

xx
=

+®
, то говорят, что функция 

)(xfy =  непрерывна в точке 0x  справа.  
Непрерывность функции в точке 0x  равносильна ее непрерывности в этой точке 

одновременно и слева и справа в этой точке, т.е. когда  
)()(lim)(lim 000 00

xfxfxf
xxxx

==
+®-®

. 

Точки разрыва 
Определение 7. Пусть точка 0x  принадлежит области определения функции 

)(xfy =  или является предельной точкой этой области ( 0x  не обязательно принадлежит 
области определения функции).  

Если в точке 0x  для функции )(xfy =  не выполняется по крайней мере одно из 
условий непрерывности, то при 0xx =  функция )(xfy =  разрывна. Точка 0x  в этом 
случае называется точкой разрыва функции )(xfy = . 
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Для выяснения характера разрыва следует найти пределы функции )(xfy =  при 

0xx ®  слева и справа. 
Точки разрыва подразделяются на точки разрыва 1-го рода  и  2-го рода. 
Определение 8. Если в точке 0x  существуют конечные односторонние пределы 

)(lim
00

xf
xx -®

 и )(lim
00

xf
xx +®

, односторонние пределы равны между собой, а значение функции в 

этой точке не совпадает с односторонними пределами, то 0x  называется точкой разрыва 
первого рода. 

Точки разрыва первого рода подразделяют на точки устранимого и точки 
неустранимого разрыва. 

Определение 9. Если в точке 0x  существуют конечные односторонние пределы 
)(lim

00
xf

xx -®
 и )(lim

00
xf

xx +®
, односторонние пределы равны между собой, а значение 

функции в этой точке не совпадает с односторонними пределами, то 0x  называется точкой 
устранимого разрыва. 

Определение 10. Если в точке 0x  существуют конечные односторонние пределы 
)(lim

00
xf

xx -®
 и )(lim

00
xf

xx +®
, но они не равны между собой, то 0x  называется точкой  

неустранимого разрыва.  
Определение 11. Разность )(lim

00
xf

xx +®
- )(lim

00
xf

xx -®
=

fxfxf x0
)0()0( 00 D=--+  называется скачком функции )(xf  в точке 0x . 

 а)                                                       б)                                                        в)                                      

                                                               
                                                                      рис. 2. 
На рис. 2.а) представлен скачок функции )(xf  в точке 0x , 0x - точка неустранимого 

разрыва. 
На рис. 2.б), в) односторонние пределы функции в точке 0x  не только конечны, но и 

равны, т.е. 0
0

=D fx  и )()(lim)(lim 000 00
xfxfxf

xxxx
¹=

+®-®
. Такие точки мы назвали 

точками устранимого разрыва, т.к. разрыв можно устранить либо доопределив функцию в 
точке 0x  (рис. 2.б), либо переопределив ее в точке 0x  (рис. 2.в). 

Определение 12. Точка является точкой разрыва второго рода в случае, когда хотя 
бы один из односторонних пределов  )(lim

00
xf

xx -®
 и (или) )(lim

00
xf

xx +®
  не существует или 

бесконечен. 
Пример 6. Для заданных функций  



104 
 

а) 
3-

=
x

xy ,     б) xy
1

3= ,     в) 
x

y 1

51

1

+

=    

найти точки разрыва и исследовать их характер. Построить эскиз графика. 

Решение.  а) 
3-

=
x

xy . Функция является элементарной, определена, а, значит, 

непрерывна  при всех значениях x ,  кроме  3=x .  
Найдем односторонние пределы при 3=x :    

     -¥=
--® 3

lim
03 x

x
x

;      +¥=
-+® 3

lim
03 x

x
x

.    

Оба односторонних предела бесконечны, следовательно, 3=x - точка разрыва 2-го 
рода. 

Чтобы построить эскиз графика функции, оценим поведение функции на 
бесконечности, для этого найдем пределы функции при -¥®x  и +¥®x : 

                1
3

lim
3

lim =
-

=
- +¥®-¥® x

x
x

x
xx

,      

1=y  - горизонтальная асимптота. 

рис. 3. 

б) xy
1

3= .  Функция является элементарной, определена,  а, значит, непрерывна  при 
всех значениях x ,  кроме 0=x . Найдем односторонние пределы в этой точке: 

                                     03lim
1

00
=

-®
x

x
;       +¥=

+®
x

x

1

00
3lim . 

Предел справа в точке  0=x  оказался бесконечным, следовательно, 0=x - точка 
разрыва 2-го рода.  

Чтобы построить эскиз графика функции, найдем пределы функции при -¥®x  и 

+¥®x :      13lim3lim
11

==
+¥®-¥®

x
x

x
x

,      1=y  - горизонтальная асимптота. 

Эскиз представлен на рис. 4. 
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в) 
x

y 1

51

1

+

= .  Функция является элементарной, определена,  а, значит, непрерывна 

при всех значениях x , кроме 0=x . Найдем односторонние пределы:  

                 1
51

1lim 100
=

+
-®

x
x

;           0
51

1lim 100
=

+
+®

x
x

. 

В точке 0=x  существуют конечные односторонние пределы, следовательно,  0=x - 
точка разрыва 1-го рода. Но так как односторонние пределы не равны между собой, то 0=x
- точка скачка, скачок функции fxfxf x0

)0()0( 00 D=--+ =1 . 
Чтобы построить эскиз графика функции, найдем пределы функции на бесконечности:   

2
1

51

1lim
51

1lim 11 =

+

=

+
+¥®-¥®

x
x

x
x

,    
2
1

=y  - горизонтальная асимптота. 

Эскиз представлен на рис. 5. 
 

рис. 4.   рис. 
5. 

Пример 7.  Исследовать на непрерывность в точке 1=x  функции:  

а) 
ïî

ï
í
ì

>+

£+
=

.1,1

;1,1
)(

2

xприx

xприx
xf  

Решение. Функция в точке 1=x  определена, но задана по-разному слева и справа от 
нее. Вычислим односторонние пределы при 1®x : 

2)1()1(lim)1(lim
01

2

01
==+=+

+®-®
fxx

xx
 Þ )(xf - непрерывна в точке 1=x . 

Эскиз представлен на рис. 6. 
 

б) 
ïî

ï
í
ì

>-

£+
=

.1,1

;1,1
)(

2

xприx

xприx
xf  

Решение. Функция в точке 1=x  определена, но также задана по-разному слева и 
справа от нее. Вычислим односторонние пределы при 1®x : 

2)1(lim 2

01
=+

-®
x

x
;    0)1(lim

01
=-

+®
x

x
  Þ )(xf  в точке 1=x  терпит разрыв 1-го  

рода со скачком, равным -2. Эскиз представлен на рис. 7. 
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рис. 6. рис. 7. 

в) 
ï
î

ï
í

ì

>
-

£+
=

.1,
1

1

;1,1
)(

2

xпри
x

xприx
xf  

Решение. Функция в точке 1=x  определена, но задана по-разному слева и справа от 
нее. Вычислим односторонние пределы при 1®x : 

2)1(lim 2

01
=+

-®
x

x
;   +¥=

-+® 1
1lim

01 xx
 Þ )(xf   в  т. 1=x  терпит разрыв 2-го  рода. 

Эскиз представлен на рис. 8. 

г) 
ïî

ï
í
ì

>+

<+
=

.1,1

;1,1
)(

2

xприx

xприx
xf  

Решение. Функция в точке 1=x  не определена. Вычислим односторонние пределы 
при 1®x :  

2)1(lim)1(lim
01

2

01
=+=+

+®-®
xx

xx
 Þ  функция )(xf  в точке 1=x  терпит разрыв 1-го  

рода. Точка 1=x  является точкой устранимого разрыва. Для восстановления 
непрерывности в этой точке достаточно доопределить функцию: ( ) .21 =f  

Эскиз представлен на рис. 9. 

рис. 8. рис. 9. 
 
Пример 8. Исследовать на непрерывность и построить график функции. Найти точки 

разрыва, исследовать их характер. 

а) 
ï
î

ï
í

ì

³
<<-

£-
=

.3,4
,31,1

,1,)1(
)(

2

x
xx

xx
xf  
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Решение. Функции ( )21-= xy ,   1-= xy  и 4=y  непрерывны на всей числовой 
прямой, поэтому данная функция ( )xf  может иметь разрывы только в точках, где меняется 
ее аналитическое выражение, то есть в точках 1=x  и  3=x . 

Исследуем функцию на непрерывность в этих точках, для чего найдем 
соответствующие односторонние пределы и значения функции в указанных точках: 

При 1®x : 
( )
( )

0)11()1(

0)1(limlim

0)1(limlim

2
0101

2

0101

=-=

=-=

=-=

+®+®

-®-®

f

xxf

xxf

xx

xx

Þ в точке 1=x  функция непрерывна. 

Вычислим односторонние пределы при 3®x . 
( )

( ) 44limlim

2)1(limlim

0303

0303

==

=-=

+®+®

-®-®

xx

xx

xf

xxf
Þ в точке 3=x  функция имеет 

разрыв первого рода и непрерывна справа.  
Скачок функции ( )xf  в точке  3=x  равен ( ) 23 =Df . 

 
рис. 10 

б) 
ï
î

ï
í

ì

³-
<<

£-
=

.1,22
,10,ln

,0,1
)(

xx
xx

xx
xf  

Решение. Функции xy -= 1   и 22 -= xy  непрерывны на всей числовой прямой, а 
функция xy ln=  непрерывна в любой точке интервала ( )+¥;0 . Поэтому данная функция 
( )xf  может иметь разрывы только в точках, где меняется ее аналитическое выражение, то 

есть в точках 0=x  и  1=x .  
Исследуем функцию на непрерывность в этих точках, для чего найдем 

соответствующие односторонние пределы и значения функции в указанных точках: 
Вычислим односторонние пределы при 0®x . 

( )
( ) -¥==

=-=

+®+®

-®-®

xxf

xxf

xx

xx

lnlimlim

1)1(limlim

0000

0000
Þ в точке 0=x  функция терпит разрыв 2-го рода                                                                                           

и непрерывна слева. 
Вычислим односторонние пределы при 1®x . 
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( )
( )

0)212()1(

0)22(limlim

0lnlimlim

0101

0101

=-×=

=-=

==

+®+®

-®-®

f

xxf

xxf

xx

xx

Þ  в точке 1=x  функция 

непрерывна. 

 
рис. 11 
 

в) 

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì
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<£-
<£-
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=

3,3

,31,3
,10,1

,0,1

)(

xx

xx
x

x
x

xf  

Решение. Функция ( )xf  составлена из элементарных функций, каждая из которых 
непрерывна на своей области задания. Функция ( )xf  в точках 0=x , 1=x  и 3=x  
определена, но задана по-разному слева и справа от этих точек. 

Исследуем функцию на непрерывность в этих точках, для чего найдем 
соответствующие односторонние пределы и значения функции в указанных точках: 

Вычислим односторонние пределы при 0®x . 

( )

( ) 1)1(limlim

1limlim

0000

0000

-=-=

-¥=÷
ø
ö

ç
è
æ-=

+®+®

-®-®

xx

xx

xf
x

xf
Þ в точке 0=x  функция терпит разрыва 2-го 

рода. В точке 0=x функция ( )xf  непрерывна справа. 
Вычислим односторонние пределы при 1®x . 

( )
( ) 2)3(limlim

1)1(limlim

0101

0101

=-=

-=-=

+®+®

-®-®

xxf

xf

xx

xx
Þ  в точке 1=x  функция терпит  разрыв 1-го 

рода.  
В точке 1=x  функция ( )xf  непрерывна справа; скачок функции ( ) 31 =Df . 
 
Вычислим односторонние пределы при 3®x . 
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( )

( )

033)3(

03limlim

0)3(limlim

0303

0303

=-=

=-=

=-=

+®+®

-®-®

f

xxf

xxf

xx

xx

Þ  в точке 3=x  функция непрерывна. 

 
рис. 12 
Непрерывность функции на отрезке 
Определение 13.  Функция )(xfy =  называется непрерывной на [ ]ba; , если она 

непрерывна в каждой точке ( )ba;  и непрерывна справа в точке a  и непрерывна слева в 
точке b . 

Свойства функций, непрерывных на отрезке 
1. Ограниченность функции, непрерывной на отрезке 

Теорема 6. (первая теорема Вейерштрасса). Если функция )(xfy =  определена и 
непрерывна на отрезке [ ]ba; , то она ограничена на этом отрезке [ ]ba; . 

Доказательство: Докажем методом от противного.  
Допустим, )(xfy =  не ограничена на отрезке [ ]ba; . 
Отрезок [ ]ba;  разделим пополам. Хотя бы на одном из полученных отрезков функция 

не ограничена. Возьмем такой отрезок и обозначим его [ ]11;ba . 
Разделим [ ]11;ba пополам, выберем аналогично [ ]22 ;ba .  
Этот процесс деления и выбора продолжим неограниченно. В результате получим 

бесконечную последовательность отрезков со следующими свойствами: 
1. каждый последующий содержится в предыдущем; 
2. длины отрезков стремятся к нулю; 
3. на каждом из отрезков функция не ограничена. 

Из свойств 1 и 2, на основании принципа стягивающих отрезков, следует, что 
существует единственная точка c , принадлежащая всем отрезкам. А это значит, что 

[ ]bac ;Î . Так как функция непрерывна на [ ]ba; , то, следовательно, функция непрерывна и 
в точке [ ]bac ;Î . 

Из непрерывности функции в точке  c  следует существование окрестности cU , в 
которой функция ограничена (см. теорема 2). 

Точка c  принадлежит всем отрезкам и их длины стремятся к нулю, значит, 
обязательно найдется отрезок, целиком лежащий в указанной окрестности:  [ ] ckk Uba Ì; .   

Имеем:  функция )(xf  ограничена в cU , следовательно, )(xf  ограничена и на 
[ ]kk ba ; , но это противоречит свойству 3 отрезков. 
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Полученное противоречие говорит о том, что предположение о неограниченности 
функции на [ ]ba;  неверно. 

Следовательно, функция )(xf  ограничена на [ ]ba; . 
Замечание: для функций, непрерывных в интервале, полуинтервале теорема неверна. 

Примером может служить функция 
x

y 1
= . 

2. Достижение непрерывной на отрезке функцией наибольшего и 
наименьшего значений 
Теорема 7. (вторая теорема Вейерштрасса). Если функция )(xf  непрерывна на 

отрезке [ ]ba; , то она достигает на этом отрезке  наименьшего значения m  и 
наибольшего значения  M . 

3. Теорема о корне функции 
Теорема 8.  (Теорема Больцано-Коши) .  Пусть )(xf  определена и непрерывна на 

отрезке [ ]ba;  и на концах этого отрезка принимает значения разных знаков. Тогда на 
отрезке [ ]ba;  существует точка c , в которой функция обращается в нуль:  0)( =cf     
( )bca << . 

Доказательство: Отрезок [ ]ba;  разделим пополам точкой 1c . 
Если 0)( 1 =cf , то теорема доказана (c = 1c ). 
Если 0)( 1 ¹cf , то в концах одного из полученных отрезков функция принимает 

значения разных знаков.  
Возьмем этот отрезок и обозначим его [ ]11;ba . Разделим его пополам точкой 2c . 
Если 0)( 2 =cf , то теорема доказана. 
Если 0)( 2 ¹cf , то выберем отрезок [ ]22 ;ba . 

 
рис. 13. 
Продолжим этот процесс деления. Возможны два случая: 

1) на каком-то этапе получим точку деления kc , такую, что 0)( =kcf , 
тогда теорема доказана. 

2) Ни на одном из этапов не получим точки деления, в которой 0)( =xf . 
В этом случае получаем бесконечную последовательность отрезков со свойствами: 

1) каждый последующий лежит в предыдущем; 
2) их длины стремятся к нулю; 
3) на концах каждого из отрезков функция имеет разные знаки 

n"    0)()( <× nn bfaf . 
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Из свойств 1 и 2 следует, что существует единственная точка c , принадлежащая всем 
отрезкам. 

Докажем, что 0)( =cf  методом от противного. 
Допустим 0)( ¹cf . Т.к. функция )(xf  непрерывна на отрезке [ ]ba; , то она 

непрерывна и в т. ];[ bacÎ . 
Из непрерывности функции в т. c  следует, что существует cU , в которой функция 

сохраняет постоянный знак. 
Так как точка c  принадлежит всем отрезкам, и длины их стремятся к нулю, то 

обязательно найдется [ ] ckk Uba Ì; . 
Во всех точках cU  функция имеет значения одного и того же знака следовательно, 

0)()( >× nn bfaf , что противоречит 3-му свойству отрезков.  
Определение 14. Точка,  в которой функция обращается в нуль,  называется корнем 

функции, c - корень функции. 
Геометрический смысл теоремы: непрерывная кривая при переходе из одной 

полуплоскости относительно OX  в другую обязательно пересекает ось OX . 
4. Теорема о промежуточных значениях функции 

Теорема 9. (Теорема Больцано-Коши). Пусть )(xf  непрерывна на отрезке [ ]ba;  и 
на концах этого отрезка принимает неравные значения  Aaf =)( , Bbf =)( . Тогда, каково 
бы ни было число С, заключенное между A  и B , найдется заключенная между a  и b  такая 
точка c ,  что Ccf =)( . 

Следствие   
Если функция непрерывна в промежутке, то множеством ее значений также является 

промежуток. 
В частности, если функция непрерывна на отрезке, то множеством ее значений 

является отрезок. 
Задачи для самостоятельного решения 
 
Найдите точки разрыва функции. Исследуйте их характер. Сделайте чертеж. 
Вариант 1 
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Вариант 3 
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Вариант 4 
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Вариант 5 
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Вариант 8 
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Вариант 9 

1) 
x

xf 1

41

1)(
+

= ;                                  2) 63
1

4)( -= xxf ; 

 
 

3) 

ï
ï
î

ïï
í

ì

³-

<<

£

=

.1,14

,10,3
,0,1

)(

xx

x
x

x

xf                        4) 

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

³-

<<

£

=

.
2

,
2

,
2

0,sin

,0,
2

)(

pp

p

xx

xx

xx

xf  

Вариант 10 
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4. ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВОПРОСЫ 
 

СЕМЕСТР I 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ: ПРЕДЕЛЫ  
 

1. Понятие числовой последовательности, виды, примеры. Определение предела 
последовательности, геометрическая интерпретация. Теорема о единственности 
предела. Теорема об ограниченности сходящейся. Сходимость монотонной 
ограниченной последовательности. Свойства сходящихся последовательностей. 
Число е. 

2. Определения пределов и односторонних пределов функции в точке (теорема о связи 
между ними), геометрическая интерпретация. Определение функции, непрерывной в 
точке, непрерывность элементарных функций. Определение предела функции на 
бесконечности, геометрическая интерпретация.  

3. Ограниченные функции,  примеры. Ограниченность функции, имеющей предел. 
4. Теорема о единственности предела функции. Бесконечно малые и бесконечно 

большие функции. Свойства б/м, б/б функций и связь между ними. Определения 
бесконечных пределов, их геометрические интерпретации.  

5. Понятие сложной функции. Теорема о переходе к пределу под знаком сложной 
функции. Теорема о связи между функцией и ее пределом. Свойства пределов. 

6. Замечательные пределы. Раскрытие неопределенности. 
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7. Сравнение б/м и б/б: что значит, алгоритм. Таблица эквивалентных б/м. Теорема о 
замене б/м эквивалентными, применение. Теорема о сумме (разности) 
неэквивалентных б/б. Раскрытие неопределенности /¥ ¥ .  

8. Точки разрыва. Классификация точек разрыва. Исследование на непрерывность. 
9. Правило Лопиталя, применение для раскрытия неопределенностей 0/0 и /¥ ¥ .  

10. Способы раскрытия неопределенностей ¥¥ /,0/0 ,¥-¥ , ¥×0 , 
0 00 ,1 , .¥ ¥  

 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ  

 
1. Определение производной и его геометрический смысл. Касательная и нормаль к 

графику: определения, вывод уравнений. Левая и правая производная. Вертикальные 
касательные. Угловая точка. Непрерывность дифференцируемой функции. 

2. Определения дифференцируемой функции, дифференциал. Условие, равносильное 
дифференцируемости функции, формула для вычисления дифференциала. 
Приближенные вычисления с помощью дифференциала. 

3.  Дифференцирование сложной функции, логарифмическое дифференцирование. Явно 
и неявно заданные функции, дифференцирование неявно заданных функций. 

4. Понятие обратной функции, условия существования обратной к данной, производная 
обратной функции. Понятие параметрически заданной функции, производная. 

5. Производные и дифференциалы высших порядков. Вывод формулы для производной 
второго порядка параметрически заданной функции. 

6. Теорема Лагранжа о конечных приращениях, геометрический смысл. 
Дифференциальное среднее. 

 
Математический анализ: исследование функций 

1. Функция: понятие, способы задания, область определения, область значений, 
промежутки знакопостоянства, график. Четные-нечетные функции, периодические 
функции. Основные элементарные функции и их графики. 

2. Асимптоты графика функции: определение, виды. Условия существования 
вертикальной асимптоты. Необходимое и достаточное условие существования 
наклонной асимптоты. Исследование функции на асимптоты графика, алгоритм. 

3. Монотонность функции на отрезке: определение, необходимое и достаточное 
условие. Исследование на монотонность, алгоритм. Монотонность в точке: 
определение, достаточное условие. 

4. Точки экстремумов и экстремумы функции: определение, необходимое условие 
(понятие критической точки), первое достаточное условие. Исследование на 
экстремумы по первой производной, алгоритм. 

5.  Точки локальных экстремумов и локальные экстремумы функции: определение, 
необходимое условие (понятие стационарной точки), второе достаточное условие, 
третье достаточное условие. Исследование на экстремумы с помощью производных 
высших порядков, алгоритм. 

6. Выпуклость, вогнутость графика функции на интервале: определение, достаточное 
условие и его геометрический смысл. Точки перегиба функции, точки перегиба 
графика функции: определение, необходимое условие (критические точки второго 
рода), достаточное условие. Исследование на выпуклость и перегибы графика, 
алгоритм. 

7.  Глобальный экстремум функции на отрезке: понятие, существование для 
непрерывной на отрезке функции (теорема Вейерштрасса), необходимое условие для 
существования в точке глобального экстремума функции. Исследование непрерывной 
функции на наибольшее и наименьшее значение на отрезке, алгоритм.  
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ  

 
Неопределенный, определенный интегралы. 

1. Понятие первообразной. Понятие неопределенного интеграла,  интегрируемость 
непрерывных функций, примеры функций, интегралы от которых не представляются 
элементарными функциями. Свойства неопределенного интеграла. 

2. Методы интегрирования: непосредственное и заменой переменной, интегрирование 
по частям. 

3. Об интегрировании некоторых классов функций: рациональных дробей, 
тригонометрических и иррациональных выражений.  

4. Определение определенного интеграла. Криволинейная трапеция, ее площадь. 
Геометрический смысл определенного интеграла.  

5. Свойства определенного интеграла, их геометрический смысл.  
6. Теорема об оценке определенного интеграла, её геометрический смысл.  
7. Теорема об интегральном среднем, её геометрическая интерпретация. Среднее 

значение функции на отрезке. 
8. Теорема о производной интеграла с переменным верхним пределом. Формула 

Ньютона-Лейбница. 
9. Замена переменной в определенном интеграле, формула интегрирования по частям в 

определенном интеграле 
10. Понятие объема тела вращения и вычисление его с помощью определенного 

интеграла. 
11. Определения несобственных интегралов с бесконечными пределами интегрирования 

и несобственных интегралов от неограниченных функций. Сходящиеся интегралы.  
 

 
 
 
СЕМЕСТР II 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  
 

Функция нескольких переменных 
1. Понятие функции нескольких переменных, область определения, график функции. 

Предел и непрерывность функции нескольких переменных. 
2. Определение частной производной. Геометрический смысл частной производной в точке 

функции двух переменных. Производные высших порядков: понятие, свойство 
смешанных производных. 

3. Понятие поля, поверхности уровня, линии уровня 
4. Производная по направлению, градиент. Геометрический и физический смыслы 

градиента. Касательная плоскость и нормаль к поверхности.  
5. Понятие неявной функции одной и нескольких переменных, дифференцирование. 

Понятие сложной функции, дифференцирование. 
6. Определение дифференцируемой функции двух переменных и дифференциала. Теорема о 

существовании частных производных дифференцируемой функции двух переменных, 
формула для вычисления полного дифференциала. Приближенные вычисления с 
помощью дифференциала. 

7. Определения точек экстремумов и экстремумов функции нескольких переменных. 
Необходимые и достаточные условия локального экстремума функции двух переменных. 
Алгоритм исследования на локальный экстремум. 
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8. Понятие замкнутой области и ограниченного множества. Теорема о непрерывной 
функции в ограниченной замкнутой области. Глобальный экстремум функции двух 
переменных, алгоритм исследования. 

9. Определение точек условного экстремума и условного экстремума функции двух 
переменных. Методы нахождения.  

 
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  

 
Интегралы по фигуре. 
1. Повторные интегралы. 
2. Определение двойного интеграла. Геометрический смысл. В т.ч. понятие 

цилиндрического тела, определение объема цилиндрического тела, вычисление. 
3. Сведение двойного интеграла к повторному, геометрическая интерпретация действия. 
4. Физический смысл двойного интеграла. Свойства двойного интеграла, их 

геометрический и физический смысл. 
5. Замена переменной в двойном интеграле. Вычисление двойного интеграла в полярной 

системе координат.  
6. Определение тройного интеграла. Физический смысл. Свойства тройного интеграл  и их 

физический смысл. 
7. Вычисление тройного интеграла: сведение тройного интеграла к повторному. 
8. Криволинейный интеграл первого рода: определение, геометрический смысл, физический 

смысл, свойства, вычисление. В т.ч. понятие длины дуги кривой, вычисление. 
9. Поверхностный интеграл первого рода: определение, физический смысл, свойства, 

вычисление. 
10. Вычисление площадей поверхностей.  
11. Приложения интегралов по фигуре в механике: координаты центра тяжести, применение 

таблицы формул для приложений. 
 

 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

 
Дифференциальные уравнения. Системы дифференциальных уравнений. 
1. Определение ДУ, порядок ДУ, общее решение, его геометрическая интерпретация, задача 

Коши, теорема о существовании и единственности решения. 
2. Некоторые виды ДУ 1 порядка: уравнения с разделяющимися переменными, однородные, 

линейные, уравнения Бернулли. 
3. Задача Коши для ДУ высших порядков. ДУ высших порядков, допускающие понижение 

порядка. 
4. Линейные ДУ n-ного порядка. Свойство решений ЛОДУ. Линейно зависимые и 

независимые системы функций: определение, необходимое условие линейной 
зависимости системы функций, необходимое условие линейной независимости решений 
ЛОДУ с непрерывными коэффициентами. 

5. Структура общего решения ЛОДУ. Фундаментальная система решений ЛОДУ с 
постоянными коэффициентами. 

6. Интегрирование ЛНДУ методом Лагранжа. 
7. Теорема о структуре общего решения ЛНДУ. Теорема о наложении. Частное решение 

ЛНДУ со специальной правой частью. 
8.  Системы ДУ: канонические, нормальные, сведение к нормальным. Определение общего 

решения. Геометрическая интерпретация решений. Интегрирование методом 
исключения.  
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5. ВАРИАНТЫ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ: ПРЕДЕЛЫ  
Задание 1. Найдите пределы функций 

1. 2 3

(3 2)lim ;
( 1)(4 3)n

n n
n n®¥

+
+ +

 2. 
32

2

2 21 7lim ;
2 18 9

n

n

n n
n n®¥

æ ö+ -
ç ÷+ +è ø

 3. 
3 2

3 22

3 4lim ;
2 6x

x x
x x x®

- +
+ -

 

4. ( )2

32

2
lim ;

9 2 5x

x

x®

-

+ -
 5. 

3

sin4 30

2lim ;
( 1)xx

arctg x
e® -

 

Задание 2. Исследуйте функцию на непрерывность. Найдите точки разрыва функции, если 
они существуют, и определите типы разрывов. Постройте график функции. 

а)
ïî

ï
í
ì

³-
<<-

££
=

.5.2x,7x2
,5.2x1,x24

,1x0,x2
)x(f                           б) 2x

x4y +
= . 

Задание 3. Задано комплексное число 
i2

i5
i1

2z
-

+
+

= . 

a)  Запишите данное число в алгебраической, тригонометрической и показательной формах. 
б)  Найдите все корни уравнения 0zw2 =- . 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ  



119 
 

Задание 1. В какой точке касательная к кривой 4х8х3
3
ху 2

3
++-=  параллельна прямой 

05у2х2 =-+ ? Напишите уравнение этой касательной. 
 
Задание 2. Найдите производные данных функций. 

( ) .x1y)в
,6x6x3xey)б

,
x1

xlny)a

xarccos2

23x2
2

+=
+++×=

+
=

-  

Задание 3. Найдите 
dx
dy  и 2

2

dx
yd

. 

а) .
,ln3
2ïî

ï
í
ì

-=

=

tty

tx
                  б) 0yx6xyx 2223 =+++ . 

 
Задание 4. Вычислите приближенно с применением производной значение функции 

4х2ху 4 +-=  при 002,3х = . 
 
Задание 5. Вычислите предел, используя правило Лопиталя. 

2xxsin
xtgxlim

0x -
-

®

. 

Задание 6. Исследуйте функцию и постройте график. 

а) xexy 2-×= ,                                        б) 2x1
x2y

-
=  

Задание 7. Найдите наибольшее и наименьшее значение функции ( ) 98 24 --= xxxf  на 
отрезке [0;3]. 
 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ  
Найти неопределенные интегралы 

2

2

1 1
2 1

x dx
x

- -

-
ò ,

2

5
3 5

dx
x x- -

ò , 2 2 2x x dx+ +ò ,
( )2

1 2
1 1
x dx

x x
+ +

+ - +ò , 3 29 6
dx

x x x- +ò , x arctgxdx×ò
. 
     1.Используя свойства определенного интеграла, вычислить  

                                              ò
- +

3

3
2

2

1
2sin dx

x
xx

. 

     2. Вычислить определенные интегралы 

                  а) ( )ò +×

1

2
1

2412 xxarctg
dx ;             б) ò

2

0

2cos
p

xdxx . 

     3. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 

                  а) ò
¥

3

;
ln xx
dx

                 б) ò
-

- ++

1

3
2 96xx

dx
. 

    4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
                   а)  24 yx -=  , yyx 22 -= ; 
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                   б) 
î
í
ì

=
=

;sin4
,cos9

ty
tx

       y=2(y≥2). 

    5. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением: 
fr cos1-= .       

    6.Вычислить объем тела, образованного вращением    фигуры, ограниченной графиками 
функций: 

            3xy = , 
x

y 4
= ,  x = 0 ,  y = 4; ось вращения – OY. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  
Задание 1. Продифференцировать сложную функцию ( )s tg uv= , где 2 3,  .  ?t dsu e v t

dt
= = =  

Задание 2. Для неявно заданной функции 23 4 5 2 2 5 0x z xy yz x z+ + - + - =  найти частные 

производные z
x
¶
¶

 и z
y
¶
¶

. 

Задание 3. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 10x y z+ - =  в точке (1; 1; -8). Сделать чертеж поверхности. 

Задание 4. Дано: скалярное поле ( , , )U x y z , точка М, направление l : 
( )2 2ln 3 4 5 ; (1;1;1); 2 3u x y xz M l i j k= + + = - +  

Найти: 
1) производную скалярного поля ( , , )U x y z  в точке М в направлении l ; 
2) градиент поля ( , , )U x y z  в точке М. 
 
Задание 5. Найти экстремум функции 2 6z x y y x y= - - + . 
 
Задание 6. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 

2 2 4 8 ;  : 0 1,  0 2z x xy x y D x y= + - + £ £ £ £  в замкнутой области D . 
 

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НЕСКЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  

Задание 1. Изменить порядок интегрирования 
2 4

0 4

( , )
x

x

dx f x y dy
-

-
ò ò . 

Задание 2. Вычислить двойной интеграл 2

2 2
,  : 1 ,  0

D

dxdy D x y x x
x y

£ £ - ³
+

òò  по области D , 

ограниченной линиями. 
Задание 3. Вычислить тройной интеграл ( )2 23 ;  : 0 3 ,  1,  0

R

x y dxdydz R z x x y y+ £ £ + £ ³òòò  по фигуре 

R , ограниченной поверхностями. 

Задание 4. Вычислить криволинейный интеграл 1 ; : 1 cos , 0
2L

tg dl Lj
r j j pæ ö+ = + £ £ç ÷

è øò . 

Задание 5. Найти центр масс однородного тела ( )1g = , ограниченного поверхностями 
2 2 2y z x+ £ £ . 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
 
Задание 1. Решите дифференциальные уравнения первого порядка: 

а) .
2

,0;1cossin 00
p

===-¢ xyxyxy  

б) xyyyx 2)( 22 =¢-  



121 
 

в) 0)1( =×+- dyyedxe xx  
Задание 2. Решите дифференциальное уравнение второго порядка: 

( ) ( ) .1,1;ln =¢-=¢=¢¢ eyeeyyxxy  
Задание 3. Решите линейные дифференциальные уравнения: 

а) ( ) ( ) .
2
10,30;cos265 =¢==+¢-¢¢ yyxyyy  

б)
x

yy 2cos
14 =-¢¢  

Задание 4. Решите систему дифференциальных уравнений: 

ïî

ï
í
ì

+-=¢

+-=¢
- t

t

exyx
eyxy

26
52
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