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1. ÇÍÀÊÎÌÑÒÂÎ Ñ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒßÌÈ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

Òåîðèÿ îøèáîê - èçó÷åíèå è îöåíêà ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Îïûò ïî-

êàçûâàåò, ÷òî íè îäíî èçìåðåíèå, êàê áû òùàòåëüíî îíî íè ïðîâîäèëîñü, íå

ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî ñâîáîäíî îò îøèáîê. Ïîñêîëüêó â îñíîâå ëþáîé íàó-

êè è åå ïðèìåíåíèé ëåæàò èçìåðåíèÿ, î÷åíü âàæíî óìåòü ðàññ÷èòûâàòü ýòè

îøèáêè è ñâîäèòü èõ ê ìèíèìóìó. Â íàóêå ñëîâî ¾îøèáêà¿ íå èìååò îáû÷íî-

ãî çíà÷åíèÿ ÷åãî-òî íåïðàâèëüíîãî. ¾Îøèáêà¿ â íàó÷íîì èçìåðåíèè îçíà÷à-

åò íåèçáåæíóþ ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ ñîïóòñòâóåò âñåì èçìåðåíèÿì. Îøèáêè

êàê òàêîâûå íåëüçÿ îòíåñòè ê ïðîìàõàì ýêñïåðèìåíòàòîðà; âû íå ìîæåòå

èçáåæàòü èõ, ñòàðàÿñü áûòü î÷åíü âíèìàòåëüíûìè. Ëó÷øåå, íà ÷òî âû ìî-

æåòå ðàññ÷èòûâàòü - ýòî ñâåñòè îøèáêè ê âîçìîæíîìó ìèíèìóìó è íàäåæíî

ðàññ÷èòàòü èõ âåëè÷èíû. Íè îäíó ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó (äëèíó, âðåìÿ, òåì-

ïåðàòóðó è ò. ä.) íåëüçÿ èçìåðèòü ñ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòüþ. Öåíîé îñîáûõ

óñèëèé ìû ìîæåì ñâåñòè îøèáêè äî î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé, íî èñêëþ÷èòü

èõ ïîëíîñòüþ íåâîçìîæíî. Î÷åâèäíî, åñëè èç èçìåðåíèé íåîáõîäèìî äåëàòü

îïðåäåëåííûå âûâîäû, òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå îøèáêè íå äîëæíû áûòü ñëèø-

êîì âåëèêè. Îäíàêî íåò íåîáõîäèìîñòè â òîì, ÷òîáû îøèáêè áûëè î÷åíü ìà-

ëû. Äëÿ ìíîãèõ íàó÷íûõ èçìåðåíèé îøèáêè äîëæíû áûòü ðàçóìíî ìàëû

(âîçìîæíî, íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû), íî ÷ðåçìåðíàÿ

òî÷íîñòü ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ èçëèøíåé.

1.1. Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé ïðè ñ÷èòûâàíèè ñî øêàëû

Êàê ôàêòè÷åñêè ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó îøèáêè? Íà ïðàêòèêå òàêàÿ îöåíêà

ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæíà. Ïåðâûé ïðèìåð - èçìåðåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìàðêèðîâàííîé øêàëû, òàêîé, êàê ó ëèíåéêè íà ðèñ. 1 èëè ó âîëüòìåòðà íà

ðèñ. 2. ×òîáû èçìåðèòü äëèíó êàðàíäàøà íà ðèñ. 1.1, ìû äîëæíû ñíà÷àëà

ñîâìåñòèòü òîðåö êàðàíäàøà ñ íóëåì ëèíåéêè è çàòåì îïðåäåëèòü, ãäå îêà-

æåòñÿ åãî îñòðèå íà øêàëå ëèíåéêè. ×òîáû èçìåðèòü íàïðÿæåíèå ñîãëàñíî

ðèñ. 1.2, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü òî ìåñòî íà øêàëå âîëüòìåòðà, êóäà óêàçû-

âàåò ñòðåëêà. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ïðàâèëüíîñòü ïîêàçàíèé ëèíåéêè è âîëüò-

ìåòðà ãàðàíòèðóåòñÿ, òî ãëàâíàÿ çàäà÷à â êàæäîì èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ -

îïðåäåëèòü, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ òî÷êà ïî îòíîøåíèþ ê ìåòêàì

øêàëû.
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Ìåòêè íà ëèíåéêå íà ðèñ. 1.1 äîâîëüíî áëèçêè äðóã ê äðóãó (ñ èíòåðâàëîì

â 1 ìì). Ýêñïåðèìåíòàòîð âïîëíå ðàçóìíî ìîã áû ðåøèòü, ÷òî èñêîìàÿ äëèíà,

áåç ñîìíåíèÿ, áëèæå ê 36 ìì, ÷åì ê 35 èëè 37 ìì, è ÷òî áîëåå òî÷íûé îòñ÷åò

íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ìîã áû ñôîðìóëèðîâàòü ñâîé âûâîä êàê

íàèëó÷øàÿ îöåíêà äëèíû = 36 ìì,

âåðîÿòíûé èíòåðâàë 35,5-36,5 ìì
(1)

è ñêàçàë áû, ÷òî îí èçìåðèë äëèíó äî áëèæàéøåãî ìèëëèìåòðîâîãî äå-

ëåíèÿ. Òàêîé òèï çàêëþ÷åíèÿ - ÷òî âåëè÷èíà ëåæèò áëèæå ê äàííîé ìåò-

êå, ÷åì ê ëþáîé èç ñîñåäíèõ, - ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî îáùèì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

ìíîãèå ó÷åíûå ñëåäóþò ñîãëàøåíèþ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì óòâåðæäåíèå

l = 36 ìì áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî l áëèæå ê 36, ÷åì ê

35 èëè 37 ìì, ò. å.

l = 36 ìì

îçíà÷àåò

35, 5ìì ≤ l ≤ 36, 5 ìì

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì çàïèñü òèïà x = 1, 27 áåç óêàçàíèÿ êàêîé-ëèáî ïî-

ãðåøíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì îçíà÷àåò, ÷òî õ ëåæèò ìåæäó 1,265

è 1,275. Âàæíî ïîíèìàòü ýòî ñîãëàøåíèå è çíàòü, ÷òî îíî èñïîëüçóåòñÿ ïî
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îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ÷èñëó, ïðèâåäåííîìó áåç ïîãðåøíîñòè. Îñîáåííî âàæ-

íî çíàòü îá ýòîì ñîãëàøåíèè â íàø âåê êàðìàííûõ êàëüêóëÿòîðîâ, êîòîðûå

÷àñòî ïîêàçûâàþò ìíîãî öèôð. Åñëè ñòóäåíò ñëåïî ïåðåïèøåò ñî ñâîåãî êàëü-

êóëÿòîðà, ñêàæåì, ÷èñëî 123,456 áåç êàêîãî-ëèáî îáúÿñíåíèÿ, òî ÷åëîâåê, ÷è-

òàþùèé ýòî ÷èñëî, îáÿçàí ïðèíÿòü, ÷òî ÷èñëî îïðåäåëåííî âåðíî äî øåñòè

çíà÷àùèõ öèôð, à ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà íåâåðîÿòíûì.

Ìåòêè íà øêàëå âîëüòìåòðà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1.2, ðàñïîëîæåíû ãîðàçäî

ðåæå, ÷åì íà ëèíåéêå. Â ýòîì ñëó÷àå áîëüøèíñòâî íàáëþäàòåëåé ñîãëàñèëèñü

áû, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü áîëüøå, ÷åì ïðîñòî èäåíòèôèöèðîâàòü ìåòêó, ê êî-

òîðîé ñòðåëêà áëèæå âñåãî. Ïîñêîëüêó ïðîìåæóòêè ìåæäó ìåòêàìè áîëüøå,

ìîæíî óâåðåííî îöåíèòü, â êàêîì ìåñòå ìåæäó ìåòêàìè íàõîäèòñÿ ñòðåë-

êà. Òàêèì îáðàçîì, ðàçóìíîå çàêëþ÷åíèå îá èçìåðåííîì íàïðÿæåíèè ìîæåò

èìåòü âèä:

íàèëó÷øàÿ îöåíêà íàïðÿæåíèÿ = 5,3 Â,

âåðîÿòíûé èíòåðâàë 5,2-5,4 Â.
(2)

Ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèé ìåæäó ìåòêàìè øêàëû íàçûâàåòñÿ èí-

òåðïîëÿöèåé. Ýòîò âàæíûé íàâûê ñîâåðøåíñòâóåòñÿ ñ ïðàêòèêîé. Äðóãèå

íàáëþäàòåëè ìîãëè áû íå ñîãëàñèòüñÿ ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè, äàâàåìûìè ñî-

îòíîøåíèÿìè (1) è (2) . Â ÷àñòíîñòè, êòî-òî ìîã áû ðåøèòü, ÷òî ìîæíî ïðè-

áåãíóòü ê èíòåðïîëÿöèè ïðè èçìåðåíèè äëèíû íà ðèñ. 1.1 è èçìåðèòü åå ñ

ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ, ÷åì ïðèâåäåíî â ñîîòíîøåíèè (1). Òåì íå ìåíåå ëèøü

ìåíüøèíñòâî ñòàëî áû îòðèöàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ðàçóìíî îöåíèâà-

þò ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû è èõ âåðîÿòíûå ïîãðåøíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

ìû âèäèì, ÷òî ïðèáëèæåííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî

ëåãêóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà åäèíñòâåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-

íèå ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ìàðêèðîâàííîé øêàëå [1].

1.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé â ñëó÷àå ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé

Ìíîãèå èçìåðåíèÿ ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî òðóäíåå

îöåíèòü, ÷åì îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà øêàëå.

Íàïðèìåð, êîãäà ìû èçìåðÿåì âðåìåííîé èíòåðâàë ñ ïîìîùüþ ñåêóíäîìåðà,

ãëàâíûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòåé ÿâëÿåòñÿ íå ñ÷èòûâàíèå ñ öèôåðáëàòà,

à íàøå ñîáñòâåííîå íåèçâåñòíîå âðåìÿ ðåàêöèè ïðè çàïóñêå è îñòàíîâêå ñå-

êóíäîìåðà. Òàêîãî ðîäà ïîãðåøíîñòè èíîãäà ìîæíî íàäåæíî îöåíèòü, åñëè
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ïîâòîðèòü èçìåðåíèå íåñêîëüêî ðàç. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû èçìå-

ðÿåì ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îäèí ðàç è ïîëó÷àåì â

ðåçóëüòàòå 2,3 ñ. Èç îäíîãî èçìåðåíèÿ íåëüçÿ ìíîãî ñêàçàòü îá ýêñïåðèìåí-

òàëüíîé ïîãðåøíîñòè. Íî åñëè ìû ïîâòîðèì èçìåðåíèå è ïîëó÷èì 2,4 ñ, òî

ìîæíî íåìåäëåííî ñêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü, âåðîÿòíî, ïîðÿäêà 0,1 ñ. Åñëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòûðåõ èçìåðåíèé äàåò ðåçóëüòàòû (â ñåêóíäàõ)

2, 3; 2, 4; 2, 5; 2, 4 (3)

òî ìû ìîæåì ñäåëàòü äîâîëüíî ïðàâäîïîäîáíûå îöåíêè. Âî-ïåðâûõ, åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèëó÷øåé îöåíêîé ïåðèîäà áóäåò ñðåäíåå çíà-

÷åíèå 2,4 ñ. Âî-âòîðûõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðàçóìíûì ïðåäïîëîæåíèå,

÷òî ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïåðèîäà ëåæèò ãäå-òî ìåæäó íàèìåíüøåé âå-

ëè÷èíîé 2,3 è íàèáîëüøåé 2,5. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîãëè áû âïîëíå ðåçîííî

çàêëþ÷èòü, ÷òî

íàèëó÷øàÿ îöåíêà = ñðåäíåå = 2,4 ñ,

âåðîÿòíûé èíòåðâàë 2,3-2,6 ñ.
(4)

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìû ìîæåì ïîâòîðèòü îäíî è òî æå èçìåðåíèå íåñêîëüêî

ðàç, ðàçáðîñ â èçìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ äàåò öåííîå óêàçàíèå î ïîãðåøíîñòè

â íàøèõ èçìåðåíèÿõ. Â äàëüíåéøåì ìû îáñóäèì ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îá-

ðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ òàêèõ ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

óñëîâèÿõ ýòè ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò áîëåå ïðàâèëüíóþ îöåíêó ïîãðåø-

íîñòè, ÷åì ñîîòíîøåíèå (4), ïîëó÷åííîå òîëüêî íà îñíîâå çäðàâîãî ñìûñëà.

Ïðàâèëüíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà îáëàäàåò òàêæå òåì ïðåèìóùåñòâîì,

÷òî äàåò îáúåêòèâíóþ âåëè÷èíó äëÿ ïîãðåøíîñòè, íå çàâèñÿùóþ îò ìíåíèÿ

èíäèâèäóàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Òåì íå ìåíåå îöåíêà (4) äàåò ïðîñòîå è ðå-

àëèñòè÷åñêîå çàêëþ÷åíèå, ïîëó÷åííîå íà îñíîâàíèè ÷åòûðåõ èçìåðåíèé (3).

Íà ðåçóëüòàòû ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé, òàêèå, êàê (3), íå âñåãäà ìîæíî

îïèðàòüñÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïîãðåøíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ìû äîëæíû áûòü óâå-

ðåíû, ÷òî èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî åñòü òà æå ñàìàÿ âåëè÷èíà â

êàæäîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû èçìåðÿåì ðàçðûâíîå óñè-

ëèå äëÿ äâóõ ïðåäïîëîæèòåëüíî èäåíòè÷íûõ ïðîâîëîê, ïîäâåðãàÿ èõ ðàçðûâó

(ïðîöåäóðå, êîòîðóþ ìû íå ìîæåì âûïîëíèòü áîëåå ÷åì îäèí ðàç äëÿ êàæ-

äîé ïðîâîëîêè). Â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ îòâåòîâ ýòà ðàçíèöà

ìîæåò óêàçûâàòü íà òî, ÷òî íàøè èçìåðåíèÿ âûïîëíåíû ñ ïîãðåøíîñòüþ èëè
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÷òî äâå ïðîâîëîêè â äåéñòâèòåëüíîñòè íå èäåíòè÷íû. Ñàìà ïî ñåáå ðàçíèöà

ìåæäó äâóìÿ îòâåòàìè íè÷åãî íå ãîâîðèò î íàäåæíîñòè íàøèõ èçìåðåíèé.

Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî èçìåðÿåì êàæäûé

ðàç îäíó è òó æå âåëè÷èíó, ìíîãîêðàòíûå èçìåðåíèÿ íå âñåãäà óêàæóò íà

ïîãðåøíîñòü. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåêóíäîìåð, èñïîëüçóåìûé ïðè

ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ (3), èìåë õîä íà 5% áûñòðåå ïðàâèëüíîãî. Â ýòîì ñëó-

÷àå âñå âðåìåíà, ïîëó÷àåìûå ñ åãî ïîìîùüþ, áóäóò íà 5% áîëüøå, è íèêàêîå

êîëè÷åñòâî ïîâòîðåíèé (ñ òåì æå ñåêóíäîìåðîì) íå îáíàðóæèò ýòîãî äåôåê-

òà. Ïîãðåøíîñòè òàêîãî ðîäà, êîòîðûå îêàçûâàþò îäíî è òî æå âëèÿíèå íà

âñå èçìåðåíèÿ, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèìè îøèáêàìè. Ýòè îøèáêè òðóäíî

îáíàðóæèòü. Â íàøåì ïðèìåðå âûõîäîì èç ïîëîæåíèÿ ìîãëà áûòü ïîâåðêà

äàííîãî ñåêóíäîìåðà îòíîñèòåëüíî áîëåå íàäåæíîãî. Â îáùåì ñëó÷àå äîëæíî

áûòü ÿñíî, ÷òî åñëè ó êîãî-òî èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ñîìíåâàòüñÿ â ïðàâèëüíî-

ñòè ïîêàçàíèé êàêîãî-ëèáî èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà (ñåêóíäîìåðà, ðóëåòêè,

âîëüòìåòðà), îí äîëæåí ïîïûòàòüñÿ ïðîâåðèòü åãî îòíîñèòåëüíî ïðèáîðà, î

êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî åãî ïîêàçàíèÿ áîëåå íàäåæíû.

1.3. Ïðàâèëà çàïèñè ïîãðåøíîñòåé

Â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàò ëþáîãî èçìåðåíèÿ âåëè÷èíû õ ïðèâîäèòñÿ êàê

(èçìåðåííàÿ âåëè÷èíà x) = xíàèë ± δx (5)

Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íàèëó÷øàÿ îöåíêà ýêñïåðèìåí-

òàòîðà äëÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû åñòü ÷èñëî xíàèë è, âî-âòîðûõ, îí äî îïðå-

äåëåííîé ñòåïåíè óâåðåí, ÷òî ýòà âåëè÷èíà ëåæèò ãäå-òî ìåæäó xíàèë + δx

è xíàèë − δx . ×èñëî δx íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ èëè îøèáêîé â èçìåðå-

íèè õ. Ïîãðåøíîñòü δx ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé, òàê ÷òî

xíàèë + δx åñòü âñåãäà íàèáîëüøåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû

è xíàèë − δx - íàèìåíüøåå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïðàâèë çàïèñè ïîãðåøíîñòåé. Âî-

ïåðâûõ, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà δx ñëóæèò îöåíêîé ïîãðåøíîñòè, åå, î÷åâèäíî,

íåëüçÿ ïðèâîäèòü ñ î÷åíü áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Åñëè ìû èçìåðÿåì óñêîðåíèå

ñèëû òÿæåñòè g, áûëî áû àáñóðäîì ïðåäñòàâëÿòü ðåçóëüòàò, ïîäîáíî ñëåäóþ-

ùåìó:

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå g) = 9, 82± 0, 02385 ì/ñ2. (6)
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Íåâåðîÿòíî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü â èçìåðåíèè ìîãëà áûòü èçâåñòíà äî ÷åòûðåõ

çíà÷àùèõ öèôð.

Ïðàâèëî ïðèâåäåíèÿ ïîãðåøíîñòåé

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè îáû÷íî äîëæíû

îêðóãëÿòüñÿ äî îäíîé çíà÷àùåé öèôðû

(7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåêîòîðûé ðàñ÷åò äàåò äëÿ ïîãðåøíîñòè δg = 0, 02385ì/ñ2,

òî ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü îêðóãëåíî äî δg = 0, 02ì/ñ2, è âûâîä (6) ñëåäóåò

ïåðåïèñàòü êàê

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå g) = 9, 82± 0, 02 ì/ñ2. (8)

Åñòü òîëüêî îäíî âàæíîå èñêëþ÷åíèå èç ïðàâèëà (7). Åñëè ïåðâàÿ öèôðà â

ïîãðåøíîñòè δx åñòü 1, òî, âîçìîæíî, ëó÷øå ñîõðàíèòü äâå çíà÷àùèå öèôðû

â δx. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ðàñ÷åò äàë äëÿ ïîãðåøíîñòè

δx = 0, 14. Îêðóãëèòü ýòî çíà÷åíèå äî δx = 0, 1 -çíà÷èò íà 40 % óìåíüøèòü

îøèáêó; òàê ÷òî áîëåå ïðàâèëüíûì áûëî áû ñîõðàíèòü äâå öèôðû è ïðèâåñòè

δx = 0, 14. Òîò æå àðãóìåíò, âåðîÿòíî, ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü, åñëè

ïåðâàÿ öèôðà åñòü 2.

Êîãäà ïîãðåøíîñòü â èçìåðåíèè ðàññ÷èòàíà, íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðî-

âàòü, êàêèå öèôðû â èçìåðåííîé âåëè÷èíå ÿâëÿþòñÿ çíà÷àùèìè. Óòâåðæäå-

íèå òèïà

(èçìåðåííàÿ ñêîðîñòü ) = 6051, 78± 30 ì/ñ. (9)

î÷åâèäíî, íåëåïî. Ïîãðåøíîñòü 30 îçíà÷àåò, ÷òî öèôðà 5 íà òðåòüåì ìåñòå

îò íà÷àëà ÷èñëà 6051,78 ìîãëà áûòü â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíà 2 èëè 8. ßñíî,

÷òî ïîñëåäóþùèå öèôðû 1, 7 è 8 âîâñå íå èìåþò çíà÷åíèÿ è äîëæíû áûòü

îêðóãëåíû. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíàÿ çàïèñü (9) åñòü

(èçìåðåííàÿ ñêîðîñòü ) = 6050± 30 ì/ñ. (10)

Ïðàâèëî ïðèâåäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ïîñëåäíÿÿ çíà÷àùàÿ öèôðà â ëþáîì ïðèâîäèìîì ðåçóëüòàòå

îáû÷íî äîëæíà áûòü òîãî æå ïîðÿäêà âåëè÷èíû

(íàõîäèòüñÿ â òîé æå äåñÿòè÷íîé ïîçèöèè), ÷òî è ïîãðåøíîñòü.

(11)
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Íàïðèìåð, ðåçóëüòàò 92,81 ñ ïîãðåøíîñòüþ 0,3 äîëæåí áûòü îêðóãëåí äî

92, 8± 0, 3.

Åñëè æå îøèáêà ðàâíà 3, òî òîò æå ðåçóëüòàò ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü êàê

93± 3,

à åñëè îøèáêà ðàâíà 30, òî êàê

90± 30.

Îäíàêî èñïîëüçóåìûå â ðàñ÷åòàõ ÷èñëà äîëæíû, êàê ïðàâèëî, ñîäåðæàòü íà

îäíó çíà÷àùóþ öèôðó áîëüøå, ÷åì ýòî îïðàâäàíî. Ýòî óìåíüøèò íåòî÷íîñòè,

âîçíèêàþùèå ïðè îêðóãëåíèè ÷èñåë. Â êîíöå ðàñ÷åòà îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

ñëåäóåò îêðóãëèòü è èçáàâèòüñÿ îò ýòîé äîáàâî÷íîé (è íåçíà÷àùåé) öèôðû.

1.4. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè

Ïîãðåøíîñòü δx â èçìåðåíèè

(èçìåðåííàÿ âåëè÷èíà x) = xíàèë ± δx

ïîêàçûâàåò íàäåæíîñòü èëè òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ. Îäíàêî ïîãðåøíîñòü ñàìà

ïî ñåáå íå ðàñêðûâàåò âñåé êàðòèíû. Ïîãðåøíîñòü â 1 ñì äëÿ ðàññòîÿíèÿ 1

êì îçíà÷àëà áû íåîáû÷àéíî òî÷íîå èçìåðåíèå, â òî âðåìÿ êàê ïîãðåøíîñòü

â 1 ñì äëÿ ðàññòîÿíèÿ â 3 ñì îçíà÷àëà áû ëèøü ãðóáóþ îöåíêó. Î÷åâèäíî,

÷òî êà÷åñòâî èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî ñàìîé ïîãðåøíîñòüþ δx

, íî òàêæå è îòíîøåíèåì δx ê xíàèë, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàñòàâëÿåò íàñ

ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü =
δx

|xíàèë|
(12)

(Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü òàêæå íàçûâàåòñÿ òî÷íîñòüþ.) Â ýòîì îïðåäå-

ëåíèè ñèìâîë |xíàèë| îáîçíà÷àåò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó xíàèë.

×òîáû èçáåæàòü íåäîðàçóìåíèé ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, ñàìó ïî-

ãðåøíîñòü δx èíîãäà íàçûâàþò àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ.

Â áîëüøèíñòâå ñåðüåçíûõ èçìåðåíèé ïîãðåøíîñòü δx íàìíîãî ìåíüøå èç-

ìåðÿåìîé âåëè÷èíû xíàèë . Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
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δx ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íî ìàëîå ÷èñëî, ÷àñòî óäîáíî óìíîæàòü åå íà 100

è ïðèâîäèòü êàê ïîãðåøíîñòü â ïðîöåíòàõ. Íàïðèìåð, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ

Äëèíà l = 50± 1ñì (13)

èìååò îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü

δl

|líàèë|
=

1

50
= 0, 02

è ïîãðåøíîñòü, âûðàæåííóþ â ïðîöåíòàõ, 2 %. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò (13)

ìîã áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

Äëèíà l = 50 ñì± 2 %. (14)

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê àáñîëþòíàÿ ïîãðåø-

íîñòü δl èçìåðÿåòñÿ â òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è l, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

δl/|líàèë| ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé. Ó÷åò ýòîãî ðàçëè÷èÿ ïîìîæåò

èçáåæàòü îáû÷íûõ îøèáîê, êîãäà ïóòàþò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ñ îòíî-

ñèòåëüíîé.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííî õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî èçìåðå-

íèé íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü â 10 % èëè îêîëî òîãî - ýòî îáû÷íî õàðàêòåðèñòèêà äîâîëüíî ãðóáûõ

èçìåðåíèé. (Ãðóáîå èçìåðåíèå 10 ñì ìîãëî áû èìåòü ïîãðåøíîñòü â 1 ñì; ãðó-

áîå èçìåðåíèå 10 êì ìîãëî áû èìåòü ïîãðåøíîñòü â 1 êì.) Îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü â 1 èëè 2 % õàðàêòåðèçóåò óæå äîâîëüíî òî÷íûå èçìåðåíèÿ.

2. ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ Â ÊÎÑÂÅÍÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈßÕ

Áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îáû÷íî íåâîçìîæíî èçìåðèòü íåïîñðåä-

ñòâåííî, è èõ îïðåäåëåíèå âêëþ÷àåò äâà ðàçëè÷íûõ ýòàïà. Ñíà÷àëà èçìåðÿþò

îäíó èëè áîëåå âåëè÷èí x, y, ..., êîòîðûå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìå-

ðåíû è ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåðåñóþùóþ íàñ âåëè÷èíó.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ x, y, ... âû÷èñëÿþò ñàìó èñêîìóþ âå-

ëè÷èíó. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, îáû÷íî èçìåðÿþò

åãî äëèíó l è âûñîòó h è çàòåì ðàññ÷èòûâàþò åãî ïëîùàäü S ïî ôîðìóëå

S = l · h. Àíàëîãè÷íî íàèáîëåå î÷åâèäíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè v

íåêîòîðîãî òåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçìåðèòü ïóòü d, ïðîé- ïðîéäåííûé òå-

ëîì, è çàòðà÷åííîå íà ýòî âðåìÿ t, à çàòåì âû÷èñëèòü v ïî ôîðìóëå v = d/t.
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Åñëè èçìåðåíèå âêëþ÷àåò ýòè äâà ýòàïà, òî è îöåíêà ïîãðåøíîñòåé òàêæå

âêëþ÷àåò èõ. Ñíà÷àëà íàäî îöåíèòü ïîãðåøíîñòè â âåëè÷èíàõ, êîòîðûå èç-

ìåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à çàòåì îïðåäåëèòü, êàê ýòè ïîãðåøíîñòè ¾ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ¿ â ðàñ÷åòàõ è ïðèâîäÿò ê ïîãðåøíîñòè â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå.

2.1. Ïîãðåøíîñòü ñóììû è ðàçíîñòè

Äîïóñòèì, ÷òî èçìåðÿþòñÿ äâå âåëè÷èíû x è y è âû÷èñëÿåòñÿ èõ ñóììà

x+ y èëè èõ ðàçíîñòü x− y. ×òîáû îöåíèòü ïîãðåøíîñòü êàê â ñóììå, òàê è

â ðàçíîñòè, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü èõ íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå âåðîÿòíûå

çíà÷åíèÿ. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû xíàèë ± δx,
à àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû äëÿ ðàâíû yíàèë ± δy. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå
âåðîÿòíîå çíà÷åíèå x± y åñòü

xíàèë + yíàèë + δx+ δy

è íàèìåíüøåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå

xíàèë + yíàèë − (δx+ δy).

Òàêèì îáðàçîì, íàèëó÷øàÿ îöåíêà äëÿ q = x+ y åñòü

qíàèë = xíàèë + yíàèë

è åå ïîãðåøíîñòü

δq ≈ δx+ δy (15)

Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïîãðåøíîñòü â ðàçíîñòè x− y
äàåòñÿ òîé æå ñàìîé ôîðìóëîé (15). Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü êàê â ñóììå

x+ y, òàê è â ðàçíîñòè x− y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó δx+ δy ïîãðåøíîñòåé

âåëè÷èí x è y. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ÷èñåë x, · · ·w, êîòîðûå íàäî ñêëàäûâàòü
èëè âû÷èòàòü, ïîâòîðíûå ïðèìåíåíèÿ (15) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Ïîãðåøíîñòü ñóììû è ðàçíîñòè

Åñëè íåñêîëüêî âåëè÷èí x, · · · , w èçìåðåíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè δx, · · · , δw
è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû

q = x+ · · ·+ z − (u+ · · ·+ w),

òî ïîãðåøíîñòü âåëè÷èíû q åñòü ñóììà

δq ≈ δx+ · · ·+ δz + δu+ · · ·+ δw

âñåõ èñõîäíûõ ïîãðåøíîñòåé.

(16)
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Äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà ñêëàäûâàþò èëè âû÷èòàþò ëþáîå ÷èñëî èçìåðåí-

íûõ âåëè÷èí, òî ïîãðåøíîñòè ýòèõ âåëè÷èí âñåãäà ñêëàäûâàþòñÿ.

Ïðèìåð Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (16) ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàòîð ñìåøèâàåò æèäêîñòè èç äâóõ ôëÿã, ïðåäâàðè-

òåëüíî èçìåðèâ ïî îòäåëüíîñòè - ìàññû ýòèõ íàïîëíåííûõ è çàòåì ïóñòûõ

ôëÿã è ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå

M1 = ìàññà ïåðâîé ôëÿãè è åå ñîäåðæèìîãî = 540± 10 ã;

T1 = ìàññà ïåðâîé ïóñòîé ôëÿãè = 72± 1 ã;

M2 = ìàññà âòîðîé ôëÿãè è åå ñîäåðæèìîãî = 940± 20 ã;

T2 = ìàññà âòîðîé ïóñòîé ôëÿãè = 97± 1 ã.

Çàòåì îí ðàññ÷èòûâàåò ïîëíóþ ìàññó æèäêîñòè êàê

M = M1− T2 +M2− T2 = 540− 72 + 940− 97 ã = 1311 ã.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (16) ïîãðåøíîñòü â åãî ðåçóëüòàòå åñòü ñóììà âñåõ

÷åòûðåõ ïîãðåøíîñòåé:

δM ≈ δM1 + δT1 + δM2 + δT2 = 10 + 1 + 20 + 1 ã = 32 ã.

Òàêèì îáðàçîì, åãî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò (íàäëåæàùèì îáðàçîì îêðóãëåííûé)

èìååò âèä

ïîëíàÿ ìàññà æèäêîñòè = 1310± 30 ã.

Çàìåòüòå, ÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøèå ïîãðåøíîñòè â ìàññàõ ïóñòûõ ôëÿã âíî-

ñÿò íè÷òîæíóþ äîáàâêó â êîíå÷íóþ ïîãðåøíîñòü. Ýòî î÷åíü âàæíûé ýô-

ôåêò, êîòîðûé ìû îáñóäèì ïîçäíåå. Ñ îïûòîì ñòóäåíò ñìîæåò íàó÷èòüñÿ

çàðàíåå âûÿâëÿòü òå ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå ïðåíåáðåæèìî ìàëû è ïîýòîìó

ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ. ×àñòî ýòî ìîæåò î÷åíü ñóùåñòâåí-

íî óïðîñòèòü ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòåé.

2.2. Ïîãðåøíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòè â ïðîèçâåäåíèè q = äâóõ èçìåðåííûõ âåëè÷èí.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì ÷èñëî â ñòàíäàðòíîì âèäå

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå x) = xíàèë ± δx

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå y) = yíàèë ± δy
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è, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè,

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå x) = xíàèë

(
1± δx

|xíàèë|

)
, (17)

(èçìåðåííîå çíà÷åíèå y) = yíàèë

(
1± δy

|yíàèë|

)
. (18)

Ïîñêîëüêó xíàèë è yíàèë - íàøè íàèëó÷øèå îöåíêè äëÿ x è y, òî íàèëó÷øàÿ

îöåíêà äëÿ q = xy åñòü qíàèë = xíàèë · yíàèë. Íàèáîëüøèå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ
x è y äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (17) è (18) ñî çíàêîì ïëþñ. Òàêèì îáðàçîì, íàè-

áîëüøåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå äëÿ q = xy åñòü

(íàèáîëüøåå çíà÷åíèå q) = xíàèë · yíàèë
(

1 +
δx

|xíàèë|

)(
1 +

δy

|yíàèë|

)
. (19)

Íàèìåíüøåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå äëÿ q äàåòñÿ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì ñ

äâóìÿ çíàêàìè ìèíóñ. Òåïåðü ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ ñêîáîê â (19) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

(
1 +

δx

|xíàèë|

)(
1 +

δy

|yíàèë|

)
=

(
1 +

δx

|xíàèë|
+

δy

|yíàèë|
+

δx

|xíàèë|
· δy

|yíàèë|

)
(20)

Ïîñêîëüêó äâå îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè
δx

|xíàèë|
è

δx

|xíàèë|
- ìàëûå ÷èñëà

(âîçìîæíî, ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ), òî èõ ïðîèçâåäåíèå î÷åíü ìàëî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (20) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âîçâðàùàÿñü ê

(19) ìû ïîëó÷àåì

(íàèáîëüøåå çíà÷åíèå q) = xíàèë · yíàèë
(

1 +
δx

|xíàèë|
+

δy

|yíàèë|

)
.

Íàèìåíüøåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå äàåòñÿ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì ñ äâóìÿ

çíàêàìè ìèíóñ. Íàøè èçìåðåíèÿ x è y ïðèâîäÿò, ñëåäîâàòåëüíî, ê çíà÷åíèþ

q = x · y, îïðåäåëÿåìîìó âûðà- æåíèåì

(çíà÷åíèå q) = xíàèë · yíàèë
(

1±
[

δx

|xíàèë|
+

δy

|yíàèë|

])
.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ îáùåé ôîðìîé çàïèñè ÷èñëà

(çíà÷åíèå q) = qíàèë

(
1± δq

|qíàèë|

)
.

Âèäèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ q = x · y ðàâíà ñóììå

îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé x è y:

δq

|qíàèë|
=

δx

|xíàèë|
+

δy

|yíàèë|
.
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî ïîãðåøíîñòü â ÷àñòíîì

îëïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ñàìûì ïðàâèëîì, ÷òî è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ò. å. îòíîñè-

òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â q = x/y ðàâíà ñóììå îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé

â x è y.

Ïîãðåøíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

Åñëè íåñêîëüêî âåëè÷èí x, · · · , w
èçìåðåíû ñ ìàëûìè ïîãðåøíîñòÿìè δx, · · · , δw
è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû

q =
x× · · · × z
u× · · · × w

,

òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âåëè÷èíû q åñòü ñóììà
δq

|qíàèë|
≈ δx

|xíàèë|
+ · · ·+ δz

|zíàèë|
+

δu

|uíàèë|
+ · · ·+ δw

|wíàèë|
îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé x, · · · , w .

(21)

Ïðèìåð. Ïðè ñúåìêå ìåñòíîñòè èíîãäà ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü íåäîñòóï-

íóþ íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ äëèíó l (íàïðèìåð, âûñîòà áîëüøîãî äå-

ðåâà) ïðè ïîìîùè èçìåðåíèé òðåõ äðóãèõ äëèí l1, l2, l3, êîòîðûå äàþò

l =
l1l2
l3

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûïîëíÿåì òàêîé ýêñïåðèìåíò è ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû

(â ìåòðàõ)

l1 = 50± 0, 5; l2 = 1, 5± 0, 03; l3 = 5, 0± 0, 2.

Íàøà íàèëó÷øàÿ îöåíêà äëÿ l ðàâíà

líàèë =
50 · 1, 5

5
= 15 ì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ðàâíà ñóì-

ìå îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé â l1, l2, l3, êîòîðûå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

δl1
l1íàèë

=
0, 5

50
= 0, 01 = 1%;

δl2
l2íàèë

=
0, 03

1, 5
= 0, 02 = 2%;

δl3
l3íàèë

=
0, 2

5
= 0, 04 = 4%;

Òàêèì îáðàçîì,

δl

líàèë
≈ δl1
l1íàèë

+
δl2
l2íàèë

+
δl3
l3íàèë

= (1 + 2 + 4)% = 7%

×òîáû íàéòè àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü, óìíîæèì íàéäåííóþ îòíîñèòåëü-

íóþ ïîãðåøíîñòü íà líàèë:
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δl ≈ 15 · 0, 07 = 1, 05

è íàø îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò èìååò âèä

l = 15± 1 ì.

3. ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ È ÑÈÑÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎØÈÁÊÈ

Ìû óæå âèäåëè, ÷òî îäèí èç ëó÷øèõ ñïîñîáîâ îöåíèòü äîñòîâåðíîñòü èç-

ìåðåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîâòîðèòü èõ íåñêîëüêî ðàç è çàòåì ñðàâíèòü

ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî íå âñå âèäû ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè ìîæíî âûÿâèòü íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîò-

êè ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîãðåøíîñòè ðàçäåëÿþòñÿ íà

äâå ãðóïïû: ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå ìîæíî îáðàáàòûâàòü ñòàòèñòè-

÷åñêèìè ìåòîäàìè, è ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè, ê êîòîðûì ýòè ìåòîäû

íåïðèìåíèìû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå ìîæíî îáíàðóæèòü ñ ïîìîùüþ

ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé, íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè, à òå, êîòîðûå

íåëüçÿ îáíàðóæèòü òàêèì ñïîñîáîì, íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèìè îøèá-

êàìè.

Ñëó÷àéíûå îøèáêè íåèçâåñòíû äëÿ êîíêðåòíîãî ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ,

çàâèñÿò îò òî÷íîñòè ïðèáîðà, êâàëèôèêàöèè îïðåòîðà, íåó÷òåííîãî âëèÿíèÿ

âíåøíåé ñðåäû. Ñëó÷àéíûå îøèáêè íå ìîãóò áûòü óñòðàíåíû èç ðåçóëüòàòà

êîíêðåòíîãî èçìåðåíèÿ, èõ âëèÿíèå ìîæíî òîëüêî îñëàáèòü ïóòåì ïîâûøå-

íèÿ êîëè÷åñòâà è êà÷åñòâà èçìåðåíèé è ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé

îáðàáîòêîé ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.

Âîçìîæíî, íàèáîëåå î÷åâèäíàÿ ïðè÷èíà ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè-ýòî

ðàñêàëèáðîâêà ïðèáîðîâ (ïîäîáíî îòñòàþùåìó ñåêóíäîìåðó, âûòÿíóòîé ëè-

íåéêå èëè ñòðåëî÷íîìó ïðèáîðó, ó êîòîðîãî ñòðåëêà äî íà÷àëà èçìåðåíèé íå

áûëà óñòàíîâëåíà íà íóëü).

Ãðóáûå îøèáêè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå íåèñïðàâíîñòè ïðèáîðà, íåáðåæ-

íîñòè íàáëþäàòåëÿ èëè àíîìàëüíîãî âëèÿíèÿ âíåøíåé ñðåäû. Êîíòðîëü ðà-

áîò ïîçâîëÿåò âûÿâèòü è óñòðàíèòü ãðóáûå îøèáêè èç ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé.

Ó÷åò ñëó÷àéíûõ îøèáîê ñîâåðøåííî îòëè÷åí îò ó÷åòà ñèñòåìàòè÷åñêèõ

îøèáîê. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, îïèñàííûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, äàþò äî-

ñòîâåðíóþ îöåíêó ñëó÷àéíûõ ïîãðåøíîñòåé è óêàçûâàþò íà òî÷íî îïðåäå-
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ëåííûé ñïîñîá èõ óìåíüøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè

òðóäíî îöåíèòü è äàæå îáíàðóæèòü. Ïîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêñïåðèìåí-

òû, â êîòîðûõ âñå èñòî÷íèêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê âûÿâëåíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî èçìåðèòü íåêîòîðóþ âåëè÷èíó è ÷òî ìû âû-

ÿâèëè âñå èñòî÷íèêè ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè è óìåíüøèëè èõ âëèÿíèå äî

ïðåíåáðåæèìî ìàëîãî óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó âñå îñòàâøèåñÿ èñòî÷íèêè îøèáîê

ñëó÷àéíû, ìû áóäåì â ñîñòîÿíèè îáíàðóæèòü èõ, ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿÿ èçìå-

ðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðîèçâîäèìN èçìåðåíèé âåëè÷èíû (èñïîëüçóÿ

îäíó è òó æå àïïàðàòóðó è ìåòîä èçìåðåíèÿ) è ïîëó÷àåì N çíà÷åíèé:

x1, x2, · · · xN (22)

Íàèëó÷øåé îöåíêîé âåëè÷èíû áóäåò ñðåäíåå çíà÷åíèå îò x1, x2, · · · xN :

x =
x1 + x2 + · · ·+ xN

N
=

∑
xi

N
(23)

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ñðåäíåå x - ýòî íàèëó÷øàÿ îöåíêà âåëè÷èíû x, òî åñòå-

ñòâåííî ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü

∆i = xi − x.

Ýòà ðàçíîñòü, ÷àñòî íàçûâàåìàÿ îòêëîíåíèåì (èëè îñòàòêîì) îò x , ïî-

êàçûâàåò, íàñêîëüêî ðåçóëüòàò i-ãî èçìåðåíèÿ xi îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ x . Åñëè îòêëîíåíèÿ î÷åíü ìàëû, òî ðåçóëüòàòû íàøèõ èçìåðå-

íèé áëèçêè äðóã ê äðóãó è, âåðîÿòíî, î÷åíü òî÷íû. ×òîáû îöåíèòü äîñòî-

âåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé â ñðåäíåì, ìû ìîãëè áû, åñòåñòâåííî, ïîïû-

òàòüñÿ óñðåäíèòü îòêëîíåíèÿ ∆i. Ê ñîæàëåíèþ, ñðåäíåå çíà÷åíèå îòêëîíåíèé

ðàâíî íóëþ. Íà ñàìîì äåëå òàê áóäåò â ñëó÷àå ëþáîãî íàáîðà ðåçóëüòàòîâ èç-

ìåðåíèé, ïîñêîëüêó óæå ñàìî îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âåäåò ê òîìó,

÷òî ∆i èíîãäà ïîëîæèòåëüíû, à èíîãäà îòðèöàòåëüíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

áûëî ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäíåå îòêëîíåíèé - ýòî íå ëó÷-

øàÿ õàðàêòåðèñòèêà äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé . Ëó÷øèé ñïîñîá

îáîéòè ýòó íåïðèÿòíîñòü - âîçâåñòè â êâàäðàò âñå îòêëîíåíèÿ, êîòîðûå â ýòîì

ñëó÷àå áóäóò îáðàçîâûâàòü íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, à çàòåì óñðåäíèòü

ýòè ÷èñëà.

Ñëó÷àéíûå îøèáêè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [2]:

1. Ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îíè íå ïðåâîñõîäÿò îïðåäåëåííîãî ïðåäåëà.

2. Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå èõ çíà÷åíèÿ ðàâíîâîçìîæíû.
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3. Ìàëûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñëó÷àéíûå îøèáêè âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå,

÷åì áîëüøèå.

4. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíûõ îøèáîê ïðè íåîãðàíè÷åí-

íîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà èçìåðåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

lim
n→∞

∆1 + ∆2 + · · ·+ ∆n

n
= lim

n→∞

[∆]

n
= 0.

Ýòè ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ îøèáîê âîçíèêàþò èç ïðèíÿòûõ â òåîðèè îøèáîê

ïîñòóëàòîâ:

• îøèáêè ∆i ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ;

• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îøèáîê ðàâíî 0, ÷òî âîçìîæíî ïðè îòñóòñòâèè
ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê.
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4. ÂÛÐÀÂÍÈÂÀÍÈÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÐßÄÎÂ

Ïðîèçâîäñòâî èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âûáîðî÷íîãî ìåòîäà,

êîãäà â êà÷åñòâå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ èçìåðåííîãî îáúåêòà, à â êà÷åñòâå âûáîðêè - n âûïîëíåííûõ èç-

ìåðåíèé ýòîãî îáúåêòà. Çàäà÷à âûðàâíèâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

ïîäîáðàòü òåîðåòè÷åñêóþ êðèâóþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), íàèëó÷øèì îáðàçîì

îïèñûâàþùóþ äàííîå ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Êàê ïðàâèëî, âèä òåî-

ðåòè÷åñêîé êðèâîé âûáèðàåòñÿ çàðàíåå èç ñóùåñòâà çàäà÷è, à òàêæå ïî âèäó

ýìïèðè÷åñêîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ (ãèñòîãðàììû, ïîëèãîíà). Ïîýòîìó çà-

äà÷à ïåðåõîäèò â çàäà÷ó âûáîðà ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðÿäà ñëó÷àé-

íûõ îøèáîê èçìåðåíèé â êà÷åñòâå òåîðåòè÷åñêîãî áåðóò íîðìàëüíûé çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 . (24)

Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàöèîíàëüíîìó âûáîðó ïàðàìåòðîâ a è σ. Îäèí èç

ìåòîäîâ (ìåòîä ìîìåíòîâ) çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáîðå ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì,

÷òî íåñêîëüêî âàæíåéøèõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê áûëè ðàâíû ñîîòâåòñòâó-

þùèì ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì

a = M ∗(X) σ =
√
D∗(X).

4.1. Ãðóïïèðîâàíèå äàííûõ

Åñëè îáúåì âûáîðêè äîñòàòî÷íî âåëèê, âûïîëíÿþò ãðóïïèðîâàíèå äàí-

íûõ. Ïðè ýòîì âåñü äèàïàçîí çíà÷åíèé x1, x2, . . . , xn äåëÿò íà èíòåðâàëû è

ïîäñ÷èòûâàþò, ñêîëüêî xi ïîïàäàåò â êàæäûé èíòåðâàë. Ñïîñîáû çàäàíèÿ

èíòåðâàëîâ ðàçëè÷íû. Âîçìîæåí ïîäõîä, ïðè êîòîðîì óñòàíàâëèâàþò èíòåð-

âàëû ðàâíîé äëèíû â êîëè÷åñòâå îò 8 äî 20 â çàâèñèìîñòè îò îáúåìà âûáîðêè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ðàâíûõ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ñëåäóåò ðàçáèòü âåñü

äèàïàçîí çíà÷åíèé xi ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé k = log2n+ 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èíòåðâàëà íóæíî íàéòè xmax è xmin, çàòåì

âû÷èñëèòü äëèíó èíòåðâàëà ïî ôîðìóëå

h =
xmax − xmin

k
, (25)

ãäå k - ÷èñëî èíòåðâàëîâ.
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Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëàì:

x1 = xmin,

xi+1 = xi + h, (i = 1, 2, . . . , k) (26)

xk+1 = xmax.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíòðîëÿ âû÷èñëåíèé ñ ó÷åòîì îêðóã-

ëåíèÿ.

Äàëåå ïîäñ÷èòûâàþò ñêîëüêî çíà÷åíèé xi ïîïàäàåò â êàæäûé èíòåðâàë.

Àáñîëþòíûå ÷àñòîòû ni ïîêàçûâàþò, êàê ÷àñòî ïðè íàáëþäåíèè âñòðå÷à-

ëèñü çíà÷åíèÿ, ñâåäåííûå â äàííûå èíòåðâàëû. Ìàëî÷èñëåííûå èíòåðâàëû

(òàì, ãäå ni < 5) îáúåäèíÿþò. Â êà÷åñòâå êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè îïðåäåëå-

íèÿ àáñîëþòíûõ ÷àñòîò èñïîëüçóþò ðàâåíñòâî:
k∑
i=1

ni = n.

Çàòåì îïðåäåëÿþò ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ xcpi ïî ôîðìóëàì

xcp1 = xmin + h/2,

xcpi+1 = xcpi + h (i = 1, 2, . . . , k − 1) (27)

xcpk + h/2 = xmax - êîíòðîëü âû÷èñëåíèé.

Ïî cãðóïïèðîâàííûì äàííûì âû÷èñëÿåì îöåíêè ïàðàìåòðîâ.

Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå):

M ∗(X) = x =
1

n

k∑
i=1

nix
cp
i . (28)

Îöåíêà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ:

σ∗ =

√√√√ 1

n− 1

k∑
i=1

ni(x
cp
i − x)2 =

√√√√ 1

n− 1

k∑
i=1

niv2
i , (29)

ãäå vi = xcpi − x.

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

Ðàññìîòðèì âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ ïðîâåðêîé ïðàâäîïîäîáèÿ ãèïîòåç, à èìåí-

íî î ñîãëàñîâàííîñòè òåîðåòè÷åñêîãî è ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×òî-

áû ñäåëàòü íàäåæíûé âûâîä î òîì, ñóùåñòâåííî èëè ñëó÷àéíî îòêëîíåíèå ýì-

ïèðè÷åñêîé êðèâîé îò íîðìàëüíîé, èñïîëüçóþò ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, íàçûâà-

åìûé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêîé ãèïîòåç. Äëÿ ïðîâåðêè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû
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âû÷èñëÿþò ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó, íàçûâàåìóþ êðèòåðèåì ïðîâåðêè.

Åñëè âû÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ êðèòåðèÿ ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ

âåðîÿòíîñòü, ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü, êîòîðîé ðåøåíî ïðåíåáðå-

ãàòü â äàííîé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ, íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α.

Â òåõíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèíèìàþò α = 0, 10; 0, 05; 0, 01.

Ïðè èññëåäîâàíèè âûáîðêè íà íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâó-

åò ðÿä ïðèáëèæåííûõ êðèòåðèåâ.

1) Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó âåðîÿòíûì îòêëî-

íåíèåì r è ñ.ê.î. σ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü

r = 0, 675σ. (30)

Ïî ðåçóëüòàòàì âûáîðêè âåëè÷èíà r îöåíèâàåòñÿ âåðîÿòíîé îøèáêîé

r∗. Åñëè ðàñïîëîæèòü âñå çíà÷åíèÿ xi â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâà-

íèÿ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí, òîãäà r∗ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñåðåäèíå òàêîãî

ðÿäà. Íàïðèìåð, åñëè xi - îøèáêè èçìåðåíèé ∆i, òî

r∗ = |∆i|, i = (n+ 1)/2 ïðè íå÷åòíîì n

èëè

r∗ = (|∆i|+ |∆i+1|)/2, i = n/2 ïðè ÷åòíîì n.

Ïðè íîðìàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó ñðåäíèì îòêëîíåíèåì ϑ

è σ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü

σ = 1, 253ϑ (31)

Îöåíêó äëÿ ϑ âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

ϑ∗ =
1

n

n∑
i=1

|xi − x|

èëè, åñëè ∆i - îøèáêè èçìåðåíèé,

ϑ∗ =
1

n

n∑
i=1

|∆i|.

Çàìåíèì ñ.ê.î. σ åãî îöåíêîé

m =

√
[v2]

n
ãäå vi = xi − x. (32)
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Áóäåì èìåòü âìåñòî (30) è (31) ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè

r∗ ≈ 0, 67m, (33)

m ≈ 1, 25ϑ∗, (34)

êîòîðûå áóäóò òåì òî÷íåå, ÷åì áëèæå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ê íîðìàëü-

íîìó.

2) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ àñèììåòðèÿ (ñêî-

øåííîñòü) S è ýêñöåññ E ðàâíû íóëþ. Ïî îïðåäåëåíèþ

S =
µ3

σ3
, E =

µ4

σ4
− 3 =

µ4

µ2
2

− 3, (35)

ãäå µs (s = 2, 3, 4) - öåíòðàëüíûå ìîìåíòû s-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâíû

µs = M(X −MX)s. (36)

Îäíàêî, ýìïèðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àñèììåòðèè S∗ è ýêñöåññà E∗, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ðàâíû íóëþ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýìïèðè÷å-

ñêèõ çíà÷åíèé â ôîðìóëàõ (35) çàìåíÿåì ñ.ê.î. σ åãî îöåíêîé (32), à

ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû çàìåíÿåì èõ ñòàòèñòè÷åñêèìè

àíàëîãàìè µ∗s:

µ∗s =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)s - äëÿ íåñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ (37)

èëè

µ∗s =
1

n

k∑
i=1

ni(x
cp
i − x)k - äëÿ ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ. (38)

Òîãäà

S∗ =
µ∗3
m3

, E∗ =
µ∗4
m4
− 3 =

µ∗4
µ∗22

− 3. (39)

C÷èòàåòñÿ, ÷òî îòêëîíåíèå îò íóëÿ ýòèõ âåëè÷èí íå ïðîòèâîðå÷èò ãèïî-

òåçå íîðìàëüíîñòè êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-

ñòâà

|S∗| ≤ 3σS∗, (40)

|E∗| ≤ 5σE∗, (41)
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ãäå ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ àñèììåòðèè è ýêñöåññà íàõîäèì ïî ôîðìó-

ëàì

σS∗ =

√
6(n− 1)

(n+ 1)(n+ 3)
, (42)

σE∗ =

√
24n(n− 2)(n− 3)

(n+ 12(n+ 3)(n+ 5).
, (43)

Åñëè îáúåì âûáîðêè áîëüøîé (n > 50) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå

ðàâåíñòâà:

σS∗ ≈
√

6

n
, σE∗ ≈

√
24

n
. (44)

4.3. Êðèòåðèé Ïèðñîíà χ2

Ê. Ïèðñîí ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå ìåðû ðàñõîæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî è ýì-

ïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèé âû÷èñëÿòü ñëåäóþùóþ ñòàòèñòèêó:

χ2
H =

k∑
i=1

(ni − n′i)2

n′i
, (45)

ãäå n′i - òåîðåòè÷åñêàÿ (íîðìàëüíàÿ ÷àñòîòà). Ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ òåîðåòè-

÷åñêèõ ÷àñòîò ðàññìîòðèì ÷óòü íèæå.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñîñòàâëåíû òàáëèöû. Ïî íèì íàõîäÿò êðèòè÷å-

ñêóþ òî÷êó χ2
kp(α, ν). Àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ çàäàííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

α è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = k − s− 1, ãäå s - ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òåî-

ðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ s = 2,

ïîýòîìó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû r = k − 3. Ïðè ðàáîòå â ïðîãðàììå Excel

óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ âñòðîåííîé ôóíêöèåé

χ2
kp(α, ν) = ÕÈ2ÎÁÐ(α, ν).

Åñëè χ2
H < χ2

kp(α, ν), òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé íå ïðîòèâîðå÷àò âûäâèíó-

òîé ãèïîòåçå, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íåñó-

ùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî.

Åñëè χ2
H > χ2

kp(α, ν), òî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ïðîòèâîðå÷àò âûäâèíóòîé

ãèïîòåçå è ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëü-

íîãî.
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4.4. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò

1. Äëÿ ãðàíèö èíòåðâàëîâ ïðîâîäèì ïðîöåäóðó ñòàíäàðòèçàöèè:

ti =
xi − x
σ∗

, (i = 0, 1, . . . , k). (46)

2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ F (ti) ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ â òî÷êàõ ti. Ïðè ðàáîòå â ïðîãðàììå Excel äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà-

÷åíèé ôóíêöèè F (t) èñïîëüçóåì âñòðîåííóþ ôóíêöèþ F (ti) = ÍÎÐÌÑÒÐÀÑÏ(ti).

3. Âû÷èñëÿåì òåîðåòè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû â çàäàííûé èíòåðâàë:

Pi = P (xi−1 < X < xi) = F (ti)− F (ti−1), (i = 1, 2, . . . , k). (47)

4. Çàòåì âû÷èñëÿåì òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû:

n′i = n · Pi. (48)

Êîíòðîëü ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé ïðîâîäèì ïî ôîðìóëå:

k∑
i=1

n′i ≈ n.
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5. ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

Íåäîñòàòîê òî÷å÷íûõ îöåíîê ñîñòîèò â òîì. ÷òî òî÷å÷íàÿ îöåíêà Θ∗, âî-

îáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà Θ, îñîáåííî

ïðè ìàëîì n. Ïðè îãðàíè÷åííîì ÷èñëå èçìåðåíèé îöåíêó òî÷íîñòè öåëåñîîá-

ðàçíî âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë, êîòîðîìó èñòèííîå

çíà÷åíèå îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà ïðèíàäëåæèò ñ íåêîòîðîé äîâåðèòåëü-

íîé âåðîÿòíîñòüþ β. Ïóñòü äëÿ ïàðàìåòðà Θ èìååòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà

Θ∗. Òîãäà, åñëè èçâåñòåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Θ∗, èíòåðâàë íàõîäèòñÿ (ñòðî-

èòñÿ) ïóòåì ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

P (|Θ−Θ∗| < ε) = β (49)

ñ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β. Â òåõíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷à-

ñòî ïðèíèìàþò çíà÷åíèå äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ðàâíûì 0,9; 0,95; 0,999.

1. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a =

MX íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, åñëè èçâåñòíî ñ.ê.î.

σ, îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëå

x− t σ√
n
< a < x+ t

σ√
n
, (50)

ãäå x - âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, à êîýôôèöèåíò t ÿâëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî

Φ(t) =
1√
2π

t∫
0

e−
z2

2 dz =
β

2
,

è åãî íàõîäÿò èç òàáëèö ôóíêöèè Ëàïëàñà. Ïðè ðàáîòå â ïðîãðàììå Excel

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàñòåðîì ôóíêöèé: t = ÍÎÐÌÑÒÎÁÐ(β+1
2 ).

2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a = MX íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè óñëîâèè, ÷òî ñ.ê.î. íåèçâåñòíî, íàõîäÿò ïî

ôîðìóëå

x− tβ
m√
n
< a < x+ tβ

m√
n
, (51)

ãäå m - îöåíêà ñ.ê.î., íàéäåííàÿ ïî ôîðìóëå Áåññåëÿ, à tβ - êîýôôèöèåíò

ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, êîòîðûé íàõîäÿò èç òàáëèö ïî âåðîÿòíîñòè β

è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = n−1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû Excel

èñïîëüçóåì âñòðîåííóþ ôóíêöèþ tβ = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏÎÁÐ(1− β, ν).
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3. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñîâïàäàåò ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Â ýòîì ñëó÷àå

ôîðìóëó (51) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî

èíòåðâàëà èñòèííîãî çíà÷åíèÿ X èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû:

x− tβ
m√
n
< X < x+ tβ

m√
n
. (52)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n (ïîðÿäêà 25 è áîëåå) äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ êîýôôèöèåíòà tβ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè ôóíêöèè Ëàïëà-

ñà.

4. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñ.ê.î. â ñëó÷àå íîðìàëüíîé âûáîðêè

ñòðîèòñÿ â âèäå

γ1m < σ < γ2m, (53)

ãäå

γ1 =

√
n− 1

χ2 (ν, (1− β)/2)
; γ2 =

√
n− 1

χ2 (ν, (1 + β)/2)
, (ν = n− 1)

(54)

èëè

γ1 =

√
n

χ2 (ν, (1− β)/2)
; γ2 =

√
n

χ2 (ν, (1 + β)/2)
. (ν = n) (55)

Ôîðìóëû (71) èñïîëüçóåì, åñëè îöåíêà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëî-

íåíèÿ m ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëå Áåññåëÿ, à ôîðìóëû (55) - â ñëó÷àå, êîãäà

m âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå Ãàóññà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàá-

ëèöû, ïîçâîëÿþùèå ñðàçó íàõîäèòü âåëè÷èíû γ1 è γ2.

5. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ñðåä-

íåãî σx. Åãî ëåãêî ïîëó÷èòü, ðàçäåëèâ âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà (53) íà
√
n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m/

√
n = mx, ïîëó÷èì

γ1mx < σx < γ2mx. (56)

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ãèïîòåç. Íàïðèìåð, åñëè ìû èìååì ðÿä èñòèííûõ îøèáîê ∆i òî äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M∆ ìîæíî ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

∆− tβm∆ < M∆ < ∆ + tβm∆, (57)
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ãäå

∆ =
[∆]

n
, m∆ =

m√
n
.

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû M∆ = 0 î÷åâèäíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ β, äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà:

∆− tβm∆ < 0; ∆ + tβm∆ > 0.

Îáúåäèíÿÿ èõ â îäíî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì êðèòåðèé îáíàðóæåíèÿ

ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê:

|∆| < tβm∆. (58)

Åñëè íåðàâåíñòâî (58) âûïîëíÿåòñÿ, òî ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷å-

ñêèõ îøèáîê ïðèíèìàåòñÿ.

Ïðè áîëüøîì n (n > 30), ïðèíèìàÿ tβ = 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè

β = 0, 95, à òàêæå ïðèíèìàÿ m∆ = 1, 25Θ, ãäå Θ =
[
|∆|
]
/n - ñðåäíÿÿ îøèáêà,

ïîëó÷àåì êðèòåðèé: ∣∣[∆]
∣∣ < 2, 5

[
|∆|
]

√
n

. (59)
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6. ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÐÀÂÍÎÒÎ×ÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

ÎÄÍÎÉ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

Ïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà, èñòèííîå çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî X,

èçìåðåíà n ðàç. Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn,

ñâîáîäíûå îò ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê. Ñëó÷àéíûå îøèáêè ðåçóëüòàòîâ èç-

ìåðåíèé

∆i = xi −X (i = 1, 2, . . . , n).

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì

[∆] = [x]− nX,

îòñþäà ñëåäóåò

X =
[x]

n
− [∆]

n
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðè áîëüøîì ÷èñëå èçìåðåíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà

îñíîâàíèè ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ îøèáîê, ïîýòîìó

X ≈ x =
[x]

n
=
x′ + ε1 + x′ + ε2 + · · ·+ x′ + εn

n
= x′ +

[ε]

n
, (60)

ãäå x′ - ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû (îáû÷íî ýòî ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå xi); εi - óêëîíåíèå xi îò x
′, ò.å.

εi = xi − x′ (i = 1, 2, . . . , n). (61)

Ôîðìóëà (60) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå íàäåæíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå x (àðèôìåòè÷åñêàÿ ñåðåäèíà) èç ðåçóëü-

òàòîâ ðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé.

Åñëè ïðè îïðåäåëåíèè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî èìååòñÿ îøèáêà îêðóã-

ëåíèÿ

β = xîêð − x,

òî, âû÷èñëèâ îòêëîíåíèÿ

vi = xi − xîêð (i = 1, 2, . . . , n) (62)

è ïðîñóììèðîâàâ èõ, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ êîíòðîëÿ:

[v] = −nβ. (63)

Îáû÷íî xîêð âû÷èñëÿþò ñ ÷èñëîì äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ íà îäèí ìåíüøå, ÷åì

èõ èìååòñÿ â xi (xîêð ïîëó÷àþò îêðóãëåíèåì x, ò.å. x ñîäåðæèò íà îäèí çíàê

áîëüøå, ÷åì xîêð). Êðîìå òîãî, îòêëîíåíèÿ vi îáëàäàþò ñâîéñòâîì:

[v] = 0. (64)

27



Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îäíîãî èçìåðåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Áåññåëÿ:

m =
√

[v2]/(n− 1). (65)

Äëÿ êîíòðîëÿ âû÷èñëåíèÿ [v2] èñïîëüçóþò ôîðìóëó

[v2] = [ε2]− [ε]2

n
. (66)

Âåëè÷èíà x èìååò ñðåäíþþ êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó (ñòàíäàðòíîå îòêëî-

íåíèå ñðåäíåãî), îáîçíà÷àåìóþ M

M = mx = m/
√
n. (67)

Ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ îøèáîê è ïîñòîÿííîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèá-

êè ìîæåò áûòü âûðàæåíî ôîðìóëîé

M =

√
m2

n
+ c2, (68)

ãäå c - ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà. Êàê âèäíî èç ôîðìóë (67), (68), òî÷íîñòü

ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì n, íî ïðè n = 15 − 20

ïðåîáëàäàþùåå âëèÿíèå íà âåëè÷èíóM áóäóò îêàçûâàòü îñòàòî÷íûå ñèñòåì-

íûå îøèáêè, ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè âûïîëíÿòü áîëåå 15-20 èçìåðåíèé íåöåëå-

ñîîáðàçíî. Ïîëàãàþò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî c < 1/5 ·m/
√
n.

Äëÿ ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçî-

âàòü áîëåå òî÷íûå ïðèáîðû, áîëåå ñîâåðøåííóþ ìåòîäèêó èçìåðåíèé.

Ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè âåëè÷èím èM îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëàì

mm = m/
√

2(n− 1), mM = M/
√

2n. (69)

äàëåå ñòðîÿò äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ âåëè÷èí X, σ, σx ïî ôîðìóëàì,

ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Çàäà÷à 6.1. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äåñÿòè ðàâíîòî÷íûõ èç-

ìåðåíèé ëèíèè. Âûïîëíèòü îáðàáîòêó äàííîãî ðÿäà èçìåðåíèé.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì è îôîðì-

ëÿåì â âèäå òàáëèöû 1.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû

èìååò âèä x− tβM < X < x+ tβM.
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Òàáëèöà 1: Îáðàáîòêà ðàâíîòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé

� xi, εi = xi−, ε2i vi, v2i Êîíòðîëü

ì −110, 385 ìì ìì

1 110,388 +3 9 +2 4 1. β = xîêð − x =

2 381 −4 16 −5 25 = 110386− 110386, 4 =

3 394 +9 81 +8 64 −0, 4 ìì.

4 387 +2 4 +1 1 −nβ = +4 ìì.

5 385 0 0 −1 1 2. [v] = −nβ = 4 ìì

6 379 −6 36 −7 49 3. [v2] = [ε2]− [ε]2/n =

7 393 +8 64 +7 49 = 236− 142/10 = 216, 4

8 386 +1 1 0 0

9 382 −3 9 −4 16

10 389 +4 16 +3 9∑
14 236 +4 218

x′ = 110, 385 ì
∑
ε/n = m =

√
218/9 = 4, 9 ìì,

x = 110385 + 1, 4 = = 14/10 = M = 4, 9/
√

10 = 1, 56 ìì,

= 110386, 4 ìì = 1, 4 ìì mm = 4, 9/
√

18 = 1, 2 ìì,

xîêð = 110, 386 ì mM = 1, 56/
√

20 = 0, 3 ìì.

Ïðèíÿâ äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü β = 0, 95 ïî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû

n− 1 = 9, èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó Excel, íàõîäèì êîýôôèöèåíò

tβ = ÑÒÜÞÄÐÀÑÏÎÁÐ(0, 05; 9) = 2, 26.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî tβM = 2, 26 · 1, 56 ≈ 3, 5 ìì, Ñòðîèì äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë:

110, 386− 2, 26 · 0, 00156 < X < 110, 386 + 2, 26 · 0, 00156,

110, 382 ì < X < 110, 390 ì.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñ.ê.î. σ ñòðîèì ñîãëàñíî ôîðìóëå

γ1m < σ < γ2m, (70)

ãäå

γ1 =

√
n− 1

χ2 (ν, (1− β)/2)
; γ2 =

√
n− 1

χ2 (ν, (1 + β)/2)
, (ν = n− 1). (71)

Ïî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = n− 1 = 9 è äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè β =

0, 95 âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòè p1 = (1−β)/2 = 0, 025 è p2 = (1+β)/2 = 0, 975.

Èñïîëüçóÿ ïðîãðàììó Excel, íàõîäèì

χ2 (ν, (1− β)/2) = ÕÈ2ÎÁÐ(0, 025; 9) = 19, 0;
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χ2 (ν, (1 + β)/2) = ÕÈ2ÎÁÐ(0, 975; 9) = 2, 7.

Ïîëó÷àåì√
9/19, 7 · 4, 9 < σ <

√
9/2, 7 · 4, 9 èëè 3, 4ìì < σ < 8, 9ìì.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ σx íàõîäèì ïî ôîðìóëå

γ1m/
√
n < σx < γ2m/

√
n. (72)

3, 4/
√

10 < σx < 8, 9/
√

10 èëè 1, 1 ìì < σx < 2, 8 ìì.

Èíîãäà ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èçìåðåíèé çàïèñûâàþò â âèäå

x±M, m±mm, mx ±mM .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ðåçóëüòàòà â òàêîì âèäå ñîîòâåòñòâóåò äîâåðèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòè β ≈ 0, 7.

Çàäà÷à 6.2. Èçìåðåíû òðè óãëà ÷èñëîì ïðèåìîâ n1 = 9, n2 = 6, n3 = 12

è ïîëó÷åíû âåëè÷èíû [v2]1 = 42, 3, [v2]2 = 20, 0, [v2]3 = 35, 6. Íàéòè ñðåäíþþ

êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó èçìåðåíèÿ óãëà îäíèì ïðèåìîì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì. ÷òî åñëè âûïîëíÿþò s îäíîðîäíûõ âåëè÷èí ni ðàç

êàæäóþ, òî ñðåäíþþ êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó èçìåðåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü

ïî ôîðìóëå

m2 =

s∑
i=1

[v2]i

s∑
i=1

ni − s
. (73)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé 73è ïîëó÷èì:

m =

√
(42, 3 + 20, 0 + 35, 6)

(9 + 6 + 12)− 3
=

√
97, 9

(27− 3)
= 2, 0′′.
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Òàáëèöà 2: Âàðèàíòû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

� Âàðèàíòû ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, ì

ï/ï 1 2 3 4 5 6 7 8

1 520,013 519,993 519,997 519,988 519,997 519,955 519,997 519,973

2 520,032 520,001 519,997 520,037 519,987 520,025 520,000 519,999

3 520,004 519,980 520,039 519,997 519,968 519,993 520,019 519,992

4 519,993 520,004 519,951 519,999 520,005 520,042 519,969 519,969

5 520,016 520,013 519,996 519,969 520,020 520,015 519,993 519,986

6 520,011 519,997 520,006 520,007 520,003 519,995 519,973 520,042

7 519,962 519,995 519,981 519,980 520,026 519,983 519,996 520,026

8 519,988 519,997 519,997 519,985 519,976 519,996 520,035 519,991

9 519,986 520,003 519,981 519,983 519,975 519,986 519,995 519,994

10 520,006 519,975 519,981 519,994 519,968 520,051 519,973 519,974

� Âàðèàíòû ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, ì

ï/ï 9 10 11 12 13 14 15 16

1 520,003 520,010 520,026 519,988 519,985 520,003 519,995 519,996

2 520,032 520,007 520,009 519,995 520,014 519,999 519,985 519,978

3 519,987 519,973 520,006 519,997 520,011 519,987 519,993 520,006

4 519,954 520,023 520,047 519,992 519,980 520,011 520,013 519,983

5 520,017 520,007 520,011 520,042 520,005 519,978 520,010 519,975

6 520,032 520,021 519,970 519,978 520,011 520,001 520,000 520,003

7 519,969 519,965 519,991 520,010 520,018 520,009 519,977 520,025

8 520,013 520,020 519,991 520,013 520,010 519,987 520,014 520,009

9 519,980 519,979 519,980 520,012 519,967 519,963 519,998 520,021

10 520,009 519,987 520,012 520,003 519,985 520,025 520,019 520,023

Çàäà÷à 6.3. Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Äëèíà ñòîðîíû ïîëèãîíîìåòðè÷åñêîãî õîäà èçìåðåíà ñâåòîäàëüíîìåðîì

ÑÒ-62Ì äåñÿòüþ ïðèåìàìè. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå

2. Âûïîëíèòü ïîëíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îáðàáîòêó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ èçìåðåíèé. (Ó êàæäîãî ñòóäåíòà ñâîé âàðèàíò, ðàâíûé ïîðÿäêîâîìó

íîìåðó ïî æóðíàëó.) Âû÷èñëåíèÿ îôîðìèòü òàêæå, êàê â â çàäà÷å 1.

2. Ñäåëàòü òî æå ñàìîå, èñêàçèâ èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé

îøèáêîé c = 0, 01 ì. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåì

çàäàíèè è ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû.
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7. ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÏÎ ÐÀÇÍÎÑÒßÌ ÄÂÎÉÍÛÕ

ÐÀÂÍÎÒÎ×ÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

Äëÿ êîíòðîëÿ è ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè êàæäóþ âåëè÷èíó èçìåðÿþò íåñêîëü-

êî ðàç; ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè èçìåðåíèÿìè. Â ýòîì ñëó-

÷àå ñîñòàâëÿåì ðàçíîñòè ïî êàæäîé ïàðå èçìåðåíèé

d1 = x1 − x′1

d2 = x2 − x′2
· · · · · · · · ·

dn = xn − x′n.

Ïðè îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê ýòè ðàçíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,

êàê îøèáêè âåëè÷èí, èñòèííîå çíà÷åíèå êîòîðûõ ðàâíî 0. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ

ôîðìóëó Ãàóññà, ïîëó÷àåì

md =

√
[d2]

n
, (74)

ãäå n - ÷èñëî âñåõ ðàçíîñòåé.

Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îäíîãî èçìåðåíèé

mxi =
md√

2
=

√
[d2]

2n
. (75)

Çà îêîí÷àòåëüíîå, áîëåå íàäåæíîå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå

xi = (xi + x′i)/2.

Ïðè mxi = mx′i
èìååì

mxi =
mxi√

2
=
md

2
= 0, 5

√
[d2]

n
. (76)

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê.

Ôîðìóëû (74) - (76) ïðèìåíÿþò ïðè îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê.

Åñëè ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñîäåðæàò ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè, òî â çíà÷åíè-

ÿõ ðàçíîñòåé di îíè çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿþòñÿ, è â di âîéäóò îñòàòî÷íûå ñè-

ñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè. Âåëè÷èíó îñòàòî÷íîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè îïðå-

äåëÿþò êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïî ôîðìóëå

Θ = [d]/n. (77)
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Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (59) íàïèøåì íåðàâåíñòâî∣∣[d]
∣∣ < 2, 5

[
|d|
]

√
n

, (78)

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ìîæíî ïðèíÿòü ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè â ðàçíîñòÿõ

di ïîñòîÿííîé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè.

Â ðÿäå ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè îøèáîê ïðèâåäåíî áîëåå æåñòêîå íåðàâåíñòâî:∣∣[d]
∣∣ < 0, 25

[
|d|
]
,

ïðè ñîáëþäåíèè êîòîðîãî âåëè÷èíà md íå áóäåò èñêàæåíà ñèñòåìàòè÷åñêèìè

îøèáêàìè â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Ïðè íàëè÷èè ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîñòè

d′i = di −Θ (79)

êàê óêëîíåíèÿ îò àðèôìåòè÷åñêîé ñåðåäèíû, ïî ôîðìóëå Áåññåëÿ, ïîëó÷èì

md =

√
[d′2]

n− 1
. (80)

Ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè mxi (îäíîãî èçìåðåíèÿ) è mxi

(àðèôìåòè÷åñêîé ñåðåäèíû) îñòàþòñÿ â ñèëå è â ýòîì ñëó÷àå:

mxi =
md√

2
=

√
[d′2]

2(n− 1)
; mxi =

mxi√
2

=
md

2
= 0, 5

√
[d′2]

n− 1
. (81)

Êîíòðîëåì âû÷èñëåíèé ñëóæèò ôîðìóëà [d′] = −nβ, ãäå β = Θîêð−Θ. Ñëåäó-

åò îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè, ïîëó÷åííûå ïî ðàçíîñòÿì

äâîéíûõ èçìåðåíèé, îáû÷íî äàþò ïðèóìåíüøåííûå ðåçóëüòàòû.

Çàäà÷à 7.1. Îáðàáîòàòü ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé óãëîâ ïîëèãîíîìåòðè÷å-

ñêîãî õîäà äâóìÿ ïðèåìàìè, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 3. Âû÷èñëèòü ñðåäíèå

êâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îäíîãî èçìåðåíèÿ è ñðåäíåãî èç äâîéíûõ èçìåðåíèé.

Ðåøåíèå. Âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó 2. Ïîñêîëüêó

ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê ïîäòâåðäèëàñü, òî ïðèìåíÿ-

åì äëÿ âû÷èñëåíèé ôîðìóëû (75), (76).

Çàäà÷à 7.2. Â òàáëèöå 5 äàíû ðåçóëüòàòû íèâåëèðîâàíèÿ ìåæäó òî÷êàìè

ïðè äâóõ ïîëîæåíèÿõ íèâåëèðà. Âû÷èñëèòü ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè

îäíîãî èçìåðåíèÿ è ñðåäíåãî èç äâîéíûõ èçìåðåíèé.
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Òàáëèöà 3: Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ äâîéíûõ èçìåðåíèé
� Ïåðâûé Âòîðîé d = d2 Âû÷èñëåíèÿ

ïðèåì, β ïðèåì, β′ = β − β′

1 30◦45′11′′ 30◦45′08′′ +3 9 Θ = [d]/n = −6/12 = −0, 5′′.

2 42◦18′48′′ 42◦18′50′′ −2 4 ïðîâåðèì ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè

3 70◦38′40′′ 70◦38′45′′ −5 25 ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê:

4 200◦45′04′′ 200◦45′10′′ −6 36
∣∣[d]
∣∣ = 6 < 0, 25

[
|d|
]

= 9, 5

5 87◦27′11′′ 87◦27′05′′ +6 36 ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìàòè÷åñêèõ

6 90◦56′15′′ 90◦56′20′′ −5 25 îøèáîê íåò.

7 210◦32′03′′ 210◦32′05′′ −2 4 Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà

8 42◦17′22′′ 42◦17′20′′ +2 4 îäíîãî èçìåðåíèÿ:

9 62◦14′26′′ 62◦14′27′′ −1 1 mxi
=
√

[d2]/(2n) =

10 92◦13′45′′ 92◦13′44′′ +1 1
√

162/2 · 12 = 2, 6′′.

11 263◦48′04′′ 263◦48′00′′ +4 4 Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà

12 37◦28′03′′ 37◦28′04′′ −1 1 ñðåäíåãî èç äâîéíûõ èçìåðåíèé:∑
−6′′ 162 mxi

= mxi
/
√

2 = 1, 8′′

Òàáëèöà 4: Îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ äâîéíûõ èçìåðåíèé
� Ïåðâîå Âòîðîå d d′ = d′2 Âû÷èñëåíèÿ

ïîëîæ. ïîëîæ. = d−Θ

xi, ì x′i, ì ìì ìì

1 +1, 384 +1, 382 +2 +3 9 Θ = [d]/n = −13/9 = −1, 44 ìì

2 −0, 817 −0, 813 −4 −3 9 Êîíòðîëü:

3 +0, 373 +0, 370 +3 +4 16 [d′] = −nβ = −9(−1 + 1, 44) = −4 ìì

4 +0, 448 +0, 451 −3 −2 4 Ïðîâåðèì ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè

5 −1, 755 +1, 758 −3 −2 4 ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê:

6 +0, 211 +0, 215 −4 −3 9
∣∣[d]
∣∣ = 13 > 0, 25

[
|d|
]

= 6, 75,

7 +0, 314 +0, 317 −3 −2 4 çíà÷èò Θ ÿâëÿåòñÿ

8 −2, 227 −0, 229 +2 +3 9 ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé è

9 +0, 972 +0, 975 −3 −2 4 åå íóæíî èñêëþ÷èòü.∑
-13 -4 68 mxi

=
√

[d′2]
2(n−1) =

√
68

2(9−1) = 2, 1 ìì

mxi
= mxi

/
√

2 = 1, 5 ìì
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Òàáëèöà 5:

� Ïåðâûé � Ïåðâûé

ïðèåì, β ïðèåì, β

1 100◦16′23, 8′′ 7 180◦18′21, 4′′

2 230◦09′35, 9′′ 8 210◦22′29, 7′′

3 160◦31′53, 6′′ 9 240◦30′39, 3′′

4 190◦22′45, 5′′ 10 270◦14′47, 2′′

5 120◦40′28, 5′′ 11 300◦26′22, 6′′

6 150◦31′36, 7′′ 12 330◦44′48, 8′′

13 270◦28′10, 8′′

Ðåøåíèå. Âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó 3. Çàìåòèì,

÷òî äëÿ âû÷èñëåíèé ïðèìåíÿëèñü ôîðìóëû (80),(81), ïîñêîëüêó ãèïîòåçà îá

îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê íå ïîäòâåðäèëàñü.

Çàäà÷à 7.3. Çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Èçìåðåíèÿ óãëîâ ïîëèãîíîìåòðè÷åñêîãî õîäà ïðîâîäèëèñü äâóìÿ ïðèå-

ìàìè. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïåðâûì ïðèåìîì ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5. Â

òàáëèöå 6 äàíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âòîðûì ïðèåìîì (16 âàðèàíòîâ).

Âûïîëíèòü îöåíêó òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé (äëÿ ñâîåãî âàðèàí-

òà).

2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ââåñòè âî âòîðûå èçìåðåíèÿ ñèñòåìàòè-

÷åñêóþ îøèáêó Θ = 1′′ è âûïîëíèòü îöåíêó òî÷íîñòè èçìåðåíèé.
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Òàáëèöà 6: Äàííûå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

� âàðèàíòû ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé âòîðûì ïðèåìîì, ′′

ï/ï 1 2 3 4 5 6 7 8

1 26,8� 28,2� 26,9� 24,7� 31,6� 23,0� 22,1� 29,6�

2 40,6 35,0 39,1 40,6 40,1 40,5 37,1 41,3

3 58,0 56,2 55,5 57,3 58,3 53,8 53,7 57,2

4 45,3 46,1 47,5 38,9 41,8 38,2 40,0 45,0

5 27,8 28,7 29,0 25,2 25,1 28,9 21,8 25,2

6 46,3 37,1 47,0 33,3 43,7 40,5 42,3 39,8

7 27,0 25,4 24,9 19,4 26,5 21,5 22,7 26,3

8 25,8 23,6 27,5 31,9 29,6 28,2 25,3 25,6

9 40,3 36,5 32,3 34,5 40,2 36,0 36,0 37,7

10 51,6 55,6 47,2 49,8 50,7 48,6 46,4 52,9

11 23,9 22,8 28,9 27,2 27,7 24,7 24,8 19,8

12 48,2 50,8 47,3 48,3 47,7 43,3 48,6 43,6

13 40,7 42,0 40,3 42,9 46,5 42,5 38,3 41,8

� âàðèàíòû ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé âòîðûì ïðèåìîì, ′′

ï/ï 9 10 11 12 13 14 15 16

1 25,7� 22,8� 27,3� 30,4� 30,2� 31,8� 20,0� 25,9�

2 41,9 35,3 36,5 33,5 33,1 35,7 36,3 32,2

3 53,3 53,8 55,4 53,9 54,0 53,9 59,0 54,7

4 41,0 40,1 47,5 44,2 48,7 39,6 46,6 36,8

5 28,5 29,6 32,7 26,6 25,3 28,9 25,8 29,2

6 36,7 38,5 36,4 39,9 40,9 41,1 40,0 47,6

7 20,0 23,0 17,5 29,5 21,4 23,2 27,5 26,6

8 30,7 29,9 24,0 24,8 30,2 29,1 25,3 27,4

9 37,8 39,1 37,8 34,7 43,1 38,9 37,6 39,9

10 52,6 48,1 47,2 53,3 46,4 45,3 52,1 51,9

11 31,7 29,4 29,0 25,4 25,1 26,5 25,0 21,9

12 44,9 52,7 51,5 52,1 50,8 47,1 53,9 49,3

13 38,2 38,2 39,4 39,3 39,1 43,2 42,2 38,9
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8. ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇÌÅÐÅÍÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Íåðåäêî èñêîìûå âåëè÷èíû íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèòü íåëüçÿ. Òîãäà èõ îïðå-

äåëÿþò ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé èçìåðåííûõ âåëè÷èí. Îøèáêà ôóíêöèè

áóäåò çàâèñåòü îò îøèáîê âõîäÿùèõ â íåå àðãóìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

u = f(x1, x2, . . . , xn) (82)

Ïóñòü àðãóìåíòû ôóíêöèè ïîëó÷åíû ñî ñðåäíèìè êâàäðàòè÷åñêèìè îøèáêà-

ìè mxi. Åñëè àðãóìåíòû ïîïàðíî êîððåëèðîâàíû è èçâåñòíû rxixj - êîýôôè-

öèåíòû êîððåëÿöèè ìåæäó àðãóìåíòàìè xi è xj, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåé

êâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ôóíêöèè ïðèìåíÿþò ôîðìóëó:

m2
u =

( ∂f
∂x1

)2

m2
x1

+
( ∂f
∂x2

)2

m2
x2

+ . . .+
( ∂f
∂xn

)2

m2
xn

+ (83)

+ 2
( ∂f
∂x1

)( ∂f
∂x2

)
rx1x2m

2
x1
m2
x2

+ . . .+ 2
( ∂f

∂xn−1

)( ∂f
∂xn

)
rxn−1xnm

2
xn−1

m2
xn
.

Â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííûõ àðãóìåíòîâ ôîðìóëà (83) ïðèìåò âèä:

m2
u =

( ∂f
∂x1

)2

m2
x1

+
( ∂f
∂x2

)2

m2
x2

+ . . .+
( ∂f
∂xn

)2

m2
xn
. (84)

Çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáû÷íî îïðåäåëÿþò ïî ïðèáëèæåííûì

çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ. Âåëè÷èíà ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ôóíêöèè

îêðóãëÿåòñÿ äî äâóõ çíà÷àùèõ öèôð, ëèáî äî ïîñëåäíåãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà

ñàìîé ôóíêöèè.

Çàäà÷à 8.1. Â òðåóãîëüíèêå èçìåðåíû äâà óãëà ñî ñðåäíèìè êâàäðàòè÷å-

ñêèìè îøèáêàìè mβ1 = 5′′, mβ2 = 3′′. Íàéòè mβ3.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ u = β3 = 180◦−β1−β2. Íàõîäèì ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå:
∂u

∂β1
= −1;

∂u

∂β2
= −1;

çíà÷èò, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (84), ïîëó÷àåì

m2
u = m2

β1
+m2β2 = 25 + 9 = 34; mβ3 =

√
34 = 5, 8′′.

Âîîáùå, äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè âèäà u = x1 ± x2 ± . . .± xn ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ∂f

∂xi
= ±1, ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåé êâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè

ïðèìåò âèä

m2
u = m2

x1
+m2

x2
+ . . .+m2

xn
=

n∑
i=1

m2
xi
, (85)
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à äëÿ ôóíêöèè âèäà u = k1x1± k2x2± . . .± knxn ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂xi

=

±ki, ïîýòîìó

m2
u =

n∑
i=1

k2
im

2
xi
. (86)

Çàäà÷à 8.2. Óãîë âû÷èñëåí êàê ñðåäíåå èç n åãî çíà÷åíèé. Íàéòè ñðåäíþþ

êâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ óãëà, åñëè îøèáêà îäíîãî èç-

ìåðåíèÿ ðàâíà m.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ èìååò âèä u =
n∑
i=1

xi/n, òî

m2
u =

n∑
i=1

1

n2
m2 =

m2

n
, mu =

m√
n
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ õîðîøèì êîíòðîëåì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íà ðàçìåð-

íîñòü, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî

óêàçûâàòü åäèíèöû èçìåðåíèÿ. Åñëè àðãóìåíòàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñìå-

øàííûå âåëè÷èíû -óãëîâûå è ëèíåéíûå, òî ñ.ê.î. èçìåðåíèÿ óãëîâûõ âåëè÷èí

ñëåäóåò äåëèòü íà êîýôôèöèåíòû ïåðåâîäà â ðàäèàííóþ ìåðó (÷èñëî ãðàäó-

ñîâ, ìèíóò èëè ñåêóíä â îäíîì ðàäèàíå):

ρ◦ =
180◦

π
≈ 57, 3◦,

ρ′ =
180 · 60′

π
≈ 3438′,

ρ′′ =
180 · 60 · 60′′

π
≈ 206265′′.
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