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ВВЕДЕНИЕ 

 
Большинство научных исследований тесно связано с экспериментом. Экс-

перимент может быть физическим, психологическим или модельным. Он может 
непосредственно проводиться на объекте или его модели. Наряду с физически-
ми моделями все большее распространение получают абстрактные математиче-
ские модели.  

«Планирование эксперимента – это процедура выбора числа и условий 
проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной 
задачи с требуемой точностью» (Адлер Ю.П.). При этом существенно следую-
щее: 

- стремление к минимизации общего числа опытов; 
- одновременное варьирование всеми переменными, определяющими про-

цесс, по специальным правилам – алгоритмам; 
- использование математического аппарата. 
Одной из наиболее распространенных научно-технических задач является 

поиск оптимальных условий реализации процесса. Непосредственно при пла-
нировании эксперимента важно определить параметр, который нужно оптими-
зировать. Для этого необходимо сформулировать цель исследования, которая 
допускает количественную оценку. Характеристика цели, заданная количе-
ственно, называется параметром оптимизации (у). Он является реакцией (от-
кликом) на воздействие факторов (х), которые определяют поведение процесса. 
Параметры оптимизации бывают экономическими, технологическими, стати-
стическими и т. д. Β любом случае параметр оптимизации должны быть эффек-
тивным с точки зрения достижения цели, универсальным, количественным и 
выражаться одним числом, имеющим физический смысл и существующим для 
всех различных состояний объекта. 

Фактором называется измеряемая переменная величина, соответствующая 
способу воздействия на объект. Каждый фактор может принимать в экспери-
менте одно из нескольких значений, которые называются уровнями. Основные 
требования к факторам: управляемость и однозначность. 

Результаты эксперимента используются для получения математической 
модели объекта исследования, которая представляет собой уравнение, связы-
вающее параметр оптимизации и факторы. В общем виде его можно записать 
так: 

 
),...,,( 21 kxxxy  . 

 
Такое уравнение называется функцией отклика. Наиболее простой, удоб-

ной и математически разработанной моделью является алгебраический поли-
ном первой степени – линейная модель: 

 
22110 xbxbby  . 
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Эксперимент нужен для того, чтобы найти численные значения коэффици-
ентов полинома. 

Поэтому целью освоения дисциплины «Планирование и организация экс-
перимента» является теоретическое изучение и практическое применение ос-
новных современных методов планирования и организации экспериментов для 
эффективного использования полученных знаний и навыков в решении акту-
альных технических задач.  

Чтобы правильно выбрать оптимальный вариант для решения конкретной 
задачи надо знать: 

- преимущества и недостатки различных методов планирования и органи-
зации эксперимента; 

- правильно спланировать эксперимент на основе выбранного метода; 
- проводить эксперименты по заданной методике; 
- произвести статистическую оценку полученных результатов и на ее осно-

ве выбрать математическую модель; 
- произвести оценку значимости коэффициентов уравнения регрессии и 

проверку адекватности полученной математической модели; 
Главное требование к модели - это способность предсказывать направле-

ние дальнейших опытов с требуемой точностью, то есть модель должна быть 
адекватной.  
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1. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

 

1.1. Теория эксперимента 

 

Под планированием эксперимента понимают оптимальное управление хо-
дом эксперимента с целью получения максимально возможной информации на 
основе минимально допустимого количества опытных данных. Весь экспери-
мент обычно разбивается на несколько этапов. Информация, полученная после 
каждого этапа, используется для планирования исследований на следующем 
этапе. Проанализируем сущность планирования эксперимента по этапам: 

1. Βыбор входных и выходных переменных. Входные переменные 
 kixi ,1,  , которые определяют состояние объекта – влияющие факторы.  

Βыходная переменная у – это реакция объекта на входные воздействия; она 
носит название функции отклика. Выбор этой функции определяется целью ис-
следования, которая может представлять собой оптимизацию экономической 
(стоимость, производительность), технологической (точность, качество) или 
другой характеристики объекта. 

2. Βыбор области экспериментирования, то есть области факторного про-
странства, изучение которой представляет интерес для исследования. Границы 
этой области по каждому фактору ix  обусловлены его минимальным и макси-
мальным значениями, то есть maxmin

iii xxx  . Устанавливая область определения, 
необходимо выполнять условие совместимости факторов, чтобы эксперимент 
можно было реализовать. 

3. Βыбор математической модели объекта. Обычно используют степенной 
ряд: 

 

...
1

0  


ji

ji

iji

k

i

i xxbxbby  

 
Для определения коэффициентов полинома применяется наиболее универ-

сальный метод наименьших квадратов. При этом необходимым условием полу-
чения статистических оценок является выполнение неравенства sN  , то есть 
количество опытов N должно быть больше, чем число коэффициентов полино-
ма s. 

Для обработки и анализа результатов эксперимента принято все факторы 
представить в безразмерной форме. Для этого проводят операцию кодирования 
переменных, сущность которой заключается в том, что начало координат фак-
торного пространства переносится в точку с координатами ix , где 

)(5,0 maxmin
iii xxx  .  

Кроме того, интервал варьирования факторов )(5,0 minmax
iii xxI   разбивается 

на ряд уровней, симметричных относительно центра эксперимента. В случае 
двухуровневых планов все факторы изменяются на двух уровнях. При этом 
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значениям max
ix  отвечает кодированная переменная 1ix , а значениям min

ix  со-
ответствует 1ix .  

4. Составление плана эксперимента. После выбора математической модели 
объекта, определяют, какое значение должен принимать фактор в каждом из 
опытов. Таблица, составленная из значений факторов для каждого опыта, назы-
вается матрицей планирования. 

Планирование эксперимента позволяет варьировать все факторы и полу-
чать одновременно количественные оценки всех эффектов. Β общем случае 
эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факто-
ров, называется полным факторным экспериментом (ПФЭ). 

При полном факторном эксперименте число опытов равно числу всех воз-
можных комбинаций уровней факторов. При одинаковом числе уровней для 
каждого фактора число опытов определяется формулой: 

 
knN  ,                                         (1) 

 
где n – число уровней, k – число факторов (i=1,2,…, k).  

 
Пример составления плана ПФЭ типа 22 представлен в таблице 1. Число 

опытов в этом случае N = 22 = 4. 
 

Таблица 1 
Матрица планирования ПФЭ типа 22 

 
Номер 

опыта N 
х0 х1 х2 х1х2 у 

1 +1 -1 -1 +1 У1 
2 +1 +1 -1 -1 У2 
3 +1 -1 +1 -1 У3 

4 +1 +1 +1 +1 У4 

 
После выполнения экспериментов получают значения исследуемой вели-

чины y для каждого опыта. Далее переходят к построению математической мо-
дели, которая связывает изучаемый параметр со значениями факторов, лежа-
щих в интервале между верхним и нижним уровнями. Эту функцию называют 
уравнением регрессии. Данный в таблице 1 план соответствует математической 
модели следующего вида: 

 
y = b0х0 + b1 x1 + b2 x2 + b12 x1х2 , 
 

где b0, b1, b2, b12  – коэффициенты линейного уравнения регрессии. 
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Первый столбец матрицы занимает фиктивный фактор 10 х  при коэффи-
циенте полинома b0. Столбцы матрицы х1 и х2 задают планирование:, т.е. по ним 
определяются условия опытов. Столбец х1х2 не является самостоятельным и за-
полняется по данным столбцов х1 и х2. Он используется при расчетах. 

По результатам эксперимента, проведенного в соответствии с представ-
ленным планом, можно определить все четыре коэффициента полинома. Одна-
ко в этом случае N = s = 4 и, следовательно, условие sN   не выполняется, что 
не позволяет провести статистическую оценку уравнения регрессии. Для полу-
чения ее нужно ограничиться линейной зависимостью без учета взаимного вли-
яния факторов (при этом s = 3 < N = 4) либо провести дополнительный опыт в 
нулевой точке х1= х2=0 (тогда N=5> s=4).  

5. Обработка результатов эксперимента:  
- на основании данных параллельных наблюдений оценивается дисперсия 

воспроизводимости s2
воспр для каждой строки плана, а затем осуществляется 

проверка однородности дисперсий, рассчитывается погрешность опыта; 
- с помощью метода наименьших квадратов определяются коэффициенты 

полинома; 
- производится проверка гипотезы об адекватности модели, исходя из кри-

терия Фишера F; 

- проверяется значимость коэффициентов полинома, из рассмотрения ис-
ключаются незначимые коэффициенты, и осуществляется повторная проверка 
адекватности математической модели. 

Анализ результатов эксперимента завершается интерпретацией модели в 
терминах объекта исследования. Прежде всего выясняется, в какой степени 
каждый из факторов влияет на функцию отклика. Значение коэффициентов по-
линома служит количественной мерой, оценивающей влияние факторов: чем 
больше коэффициент bi, тем сильнее это влияние. Знак коэффициента позволя-
ет судить о характере зависимости функции отклика от соответствующих фак-
торов. Затем следует проанализировать эффект парных взаимодействий. 

 

1.2. Полный факторный эксперимент типа 22 

 

Рассмотрим влияние на некоторую величину – выхода продукта (y) двух 
факторов: температуры (z1) в интервале 50-100 °С и давления (z2) в диапазоне 
1-2 атм. Для этого надо провести эксперименты по плану, который позволяет 
реализовать все возможные комбинации факторов. При этом каждый фактор 
рассматривается лишь на двух фиксированных уровнях: верхнем уровне (zmax) и 
нижнем уровне (zmin). Число всех экспериментов в этом случае будет равно: 

 
N = 22 = 4. 

 
Для обработки результатов проведенных экспериментов и дальнейшего 

определения коэффициентов уравнения регрессии факторы приводят к одному 
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масштабу. Это достигается путем кодирования переменных. При таком коди-
ровании все новые переменные будут принимать значения от –1 до +1. 

Обозначим нижний уровень фактора zi через zi
min, а верхний уровень – че-

рез zi
max . Тогда новые кодированные переменные xi будут определяться через zi 

по формулам:  
 

i

ii

i
z

zz
x






0

,                                                (2) 

2

minmax
0 ii

i

zz
z


                                              (3) 

2

minmax
ii

i

zz
z


                                           (4) 

где zi
max и zi

min – верхняя и нижняя границы варьирования i – фактора,  
      0

iz  - центр плана, или основной уровень,  
iz  - интервал варьирования. 
 

Кодирование переменных: 
Cz 00

1 75
2

50100



  ,  Cz 0

1 25
2

50100



 , 

1
25

75100max
1 


x ,   1

25
7550min

2 


x , 

атмz 5,1
2

120
2 


 ,   атмz 5,0

2
12

2 


 , 

1
5,0

5,12max
2 


x ,   1

5,0
5,11min

2 


x . 

 
Как следует из представленных уравнений, для переменных х1 и х2 нижний 

уровень равен -1, верхний - +1, координаты центра плана равны нулю.  
План проведения экспериментов записывается в виде матрицы планирова-

ния, в которой в определенном порядке перечисляются различные комбинации 
факторов на двух уровнях (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Полный факторный эксперимент типа 22 
 

№ 
опыта 

Факторы в натуральном 
масштабе 

Факторы в безразмерном 
масштабе 

Выход 
продукта 

у z1 (°С) z2 (атм) х1 х2 

1 50 1 -1 -1 у1 
2 50 2 -1 +1 у2 

3 100 1 +1 -1 у3 

4 100 2 +1 +1 у4 
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Линейное уравнение регрессии относительно новых переменных имеет 
вид: 

y = b0 + b1 x1 + b2 x2 , 
 

где b0, b1, b2  – коэффициенты линейного уравнения регрессии. 
 
Для нахождения b0 в план ПФЭ вводят столбец фиктивной переменной  

х0 = +1. Если необходимо изучить влияние парных взаимодействий различных 
факторов на исследуемый параметр, то уравнение регрессии записывают в ви-
де: 

 
у = b0+b1x1+b2x2.+b12x1x2.                                            (5) 

 
Для нахождения коэффициента b12 необходимо расширить матрицу плани-

рования, добавив в нее столбец х1х2, характеризующий эффект парного взаимо-
действия (табл. 3). 

Таблица 3 
Расширенная матрица планирования ПФЭ типа 22 

 
№ опыта х0 х1 х2 х1х2 у 

1 +1 -1 -1 +1 у1 
2 +1 +1 -1 -1 у2 
3 +1 -1 +1 -1 у3 
4 +1 +1 +1 +1 у4 

 
Значения фактора взаимодействия в безразмерном масштабе определяются 

произведением соответствующих значений факторов х1 и х2:  
 

iii xxхх 2121 )(   
 

Обозначим знак «+» или «–» в матрице планирования за xji, который соот-
ветствует j-ому опыту (j=1,...,N) для i-го фактора (i=1,…,k). При этом знак «+» 
показывает, что кодированная переменная принимает значение +1, а знак «–» 
соответствует значению –1. Тогда знаки (или уровни варьирования) для взаи-
модействия факторов xr и xp вычисляются простым перемножением: xjr ∙ xjp , 

j=1,…,n. 
Например, в таблице 3 знаки для взаимодействия x1x2 получены таким 

образом: 
для первого опыта (j=1)        x11x12= (-1)(-1) = +1, 
для второго опыта (j=2)…… x21x22= (+1)(-1) = -1, и т.д. 

Коэффициенты уравнения регрессии находят с помощью метода наимень-
ших квадратов: любой коэффициент определяется скалярным произведением 
столбца у на соответствующий столбец факторов xj в безразмерном масштабе, 
деленным на число опытов в матрице планирования: 
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N

yx

b

N

i

iji

j


 1 .                                               (6) 

 
Так, коэффициент b0 находится как среднее арифметическое значение па-

раметра у. Значение коэффициента b1 определяется выражением: 
 

4
][

4
1 4321

4

1
11

yyyy
yxb i

i

i


 



. 

 
Коэффициент b12 определяется так же, как и линейные эффекты. 
 

1.3. Полный факторный эксперимент типа 23 

 

В ПФЭ типа 23 исследуется влияние на результат опыта уже трех факто-
ров. При реализации этого ПФЭ требуется провести N=23=8 опытов. Осуще-
ствим кодирование факторов по уравнениям 1-3. План проведения опытов 
представлен в таблице 4. 

 
Таблица 4 

Полный факторный эксперимент типа 23 
 

№ 
опыта 

Факторы в безразмерном масштабе Выход продукта, у 
Х1 Х2 Х3 

1 -1 -1 -1 у1 
2 +1 -1 -1 у2 

3 -1 +1 -1 у3 
4 +1 +1 -1 у4 

5 -1 -1 +1 у5 

6 +1 -1 +1 у6 

7 -1 +1 +1 у7 

8 +1 +1 +1 у8 

 
Уравнение регрессии с учетом эффектов взаимодействия факторов запи-

шется в следующем виде: 
 

у = b0+b1x1+b2x2.+b3x3 +b12x1x2+ b13x1x3 + b23x2x3.+ b123x1x2х3,          (7) 
 

где b12, b13, b23 - коэффициенты характеризуют эффекты парного взаимодей-
ствия,  

b123 – эффект тройного взаимодействия. 
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Для определения коэффициентов уравнения регрессии необходимо соста-
вить расширенную матрицу планирования ПФЭ (табл. 5). 

 
Таблица 5 

Расширенная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ х0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2х3 у 
1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 у1 
2 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 у2 

3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 у3 
4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 у4 

5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 у5 

6 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 у6 

7 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 у7 

8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 у8 

 
Как и при ПФЭ типа 22, коэффициенты уравнения регрессии определяются 

скалярным произведением столбца у на соответствующий столбец факторов 
или их взаимодействий в безразмерном масштабе, деленным на число опытов в 
матрице планирования.  

Так, например, коэффициент b123 рассчитывается по следующему выраже-
нию: 

][
8
1

87654321123 yyyyyyyyb  . 

 

1.4. Проверка коэффициентов уравнения регрессии на значимость 

 

Для проверки коэффициентов на значимость надо провести серию парал-
лельных опытов, выполненных при каком-то одном сочетании факторов.  

Пусть в центре плана (в точках (z1
o, z2

o) и  (z1
o, z2

o,z3
o) для ПФЭ типа 22 и 23 

соответственно) проведена серия из m опытов. Тогда выборочная дисперсия 
воспроизводимости, характеризующая влияние случайных факторов, равна: 

 
2

1

002 )(
1

1







m

u

uвоспр yy
m

s .                                 (8) 

 
где 0

иу  - результат и-го опыта (и = 1, 2,…, m),  
0у  - среднее значение серии опытов, которое рассчитывается по формуле: 

 





m

u

iui y
m

y
1

1 .                                         (9) 
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Β математической статистике доказывается, что для спланированных экс-
периментов все коэффициенты уравнения регрессии определяются с одинако-
вой точностью. Среднее квадратичное отклонение коэффициентов )( ibs  зависит 
от дисперсии воспроизводимости результатов по всем проведенным опытам и 
вычисляется по формуле: 

 

N

s
bs

воспр

j

2

)(                                             (10) 

 
Значимость коэффициентов определяется по t-критерию Стьюдента. Для 

каждого коэффициента определяется t – отношение: 
 

)( j

j

j
bs

b
t  ,                                                (11) 

 
которое сравнивается с табличным значением критерия Стьюдента )( ft p  для 
выбранного уровня значимости р (обычно 0,05) и числа степеней свободы   

1 mf  (Приложение 1). Если для рассматриваемого коэффициента )( ftt pj   , 
то он значимо отличается от нуля. Выборочные коэффициенты, для которых 

)( ftt pj  , незначимы, и их следует исключить из уравнения регрессии. 
Рассмотрим схему проведения регрессионного анализа для спланирован-

ного эксперимента в случае, когда каждый опыт в матрице планирования по-
вторялся m раз. Β качестве примера используем ПФЭ типа 23. При получении 
уравнения регрессии используем линейное приближение (уравнение 6). Мат-
рица планирования эксперимента представлена в таблице 5. 

 
Таблица 5 

Матрица планирования ПФЭ типа 23 в условиях линейной модели с 
одинаковым числом параллельных опытов при каждом сочетании уровней 

факторов 
№ у iу  2

is  

1 у11, у12, …, у1m 1y  2
1s  

2 У21, у22, …, у2m 2y  2
2s  

3 У31, у32, …, у3m 3y  2
3s  

4 У41, у42, …, у4m 4y  2
4s  

5 У51, у52, …, у5m 5y  2
5s  

6 У61, у62, …, у6m 6y  2
6s  

7 У71, у72, …, у7m 7y  2
7s  

8 У81, у82, …, у8m 8y  2
8s  
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Для каждого сочетания уровней факторов определяется среднее значение 
измеряемой величины и выборочная дисперсия по формулам (8) и (7), соответ-
ственно. 

Среднее квадратичное отклонение коэффициентов )(bs  зависит от диспер-
сии воспроизводимости результатов по всем проведенным опытам воспрs 2  и вы-
числяется по формуле: 

 

Nm

s
bs

воспр

j

2

)(  .                                 (12) 

 
Дисперсия воспроизводимости воспрs 2  характеризует ошибку всего экспе-

римента. При одинаковом числе наблюдений в каждом эксперименте для рас-
чета воспрs 2  используют формулу: 

 
2

1 1

2 )(
)1(

1
j

N

j

m

i

jiвоспр yy
mN

s 


 
 

,                        (13) 

 
где N – число экспериментов (число строк в матрице ПФЭ);  

m – число опытов в каждом эксперименте;  
jiy  - результат отдельного i -го наблюдения в j –ом эксперименте;  

jу  - среднее выборочное значение наблюдений для j – ого эксперимента. 
 

1.5. Проверка адекватности уравнения регрессии 

 

Адекватность уравнения регрессии эксперименту проверяется по крите-
рию Фишера: 

 

воспр

ад

s

s
F 2

2

 ,                                       (14) 

 
где воспрs 2  - дисперсия воспроизводимости, найденная по формуле (12);  

2
адs  - дисперсия адекватности или остаточная дисперсия. 
 
Дисперсия адекватности 2

адs  вычисляется следующим образом: 
 

2

1

2 )ˆ( j

N

j

jад yy
lN

m
s 


 



                       (15) 

 
где N – число экспериментов; m – число опытов в каждом эксперименте;  

l – число значимых коэффициентов в уравнении регрессии;  
jу  - среднее выборочное значение наблюдений для j – ого эксперимента;  
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jŷ  - значение изучаемого параметра, вычисленное по уравнению регрес-
сии со значимыми коэффициентами для j – ого эксперимента. 

 
Уравнение адекватно эксперименту, если: 

 

воспр

ад

s

s
F 2

2

  ),(1 воспрадp ffF  , 

где ),(1 воспрадp ffF   - табличное значение критерия Фишера для р=0.05 (Прило-
жение 2) и чисел степеней свободы lNf ад   и )1(  mNfвоспр . 
 

Интерпретацию полученной модели можно производят, когда она записана 
в кодированных переменных. По величине коэффициентов можно судить о сте-
пени влияния того или иного фактора: чем больше абсолютная величина коэф-
фициента, тем больше фактор влияет на рассматриваемый параметр.  

Характер влияния определяется знаком коэффициента. Знак «плюс» у ко-
эффициента показывает, что с увеличением значения фактора растет величина 
определяемого параметра, а при знаке «минус» – убывает. 
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2. ПРИМЕРЫ СОСТАВЛЕНИЯ ПФЭ 

 
2.1. Пример 1 

 

Условие задачи. Для исследования влияния технологических факторов на 
прочность полимерно-бумажных композитов были проведены эксперименты по 
плану ПФЭ типа 22.  

Β качестве факторов, влияющих на прочность y (мПа), были выбраны сле-
дующие: 

z1 – количество клея ПВА (%): z1
min = 3, z1

max= 6; 
z2 – время горячего прессования (сек): z2

min = 20, z2
max = 40. 

Построить математическую модель, учитывая взаимодействия факторов. 
Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпрета-
цию. 

Таблица 1 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 22 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 У 

1 -1 -1 1,11 
2 +1 -1 2,52 
3 -1 +1 1,98 
4 +1 +1 1,47 

 
Алгоритм решения: 

1) проводим кодирование переменных; 
2) строим матрицу планирования в кодированных переменных с уче-

том всех взаимодействий;  
3) рассчитываем коэффициенты уравнения регрессии; 
4) вычисляем дисперсию воспроизводимости; 
5) проверяем рассчитанные коэффициенты на значимость; 
6) записываем уравнение регрессии в кодированных переменных; 
7) проверяем уравнение регрессии на адекватность с помощью критерия 

Фишера; 
8) проводим интерпретацию полученной математической модели.  
 

Решение. 1. Для каждого фактора определяем центр плана, интервал варь-
ирования, зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по фор-
мулам (3,4). Результаты заносим в таблицу 2. 
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Таблица 2  
Кодирование факторов 
 

Факторы Βерхний 
уровень 

zi
max 

Нижний 
уровень 

zi
min 

Центр 
zi

o 
Интервал ва-
рьирования 

Δzi 

Зависимость кодиро-
ванной переменной от 

натуральной 
z1 6 3 4,5 1,5 

5,1
5,41

1



z

x  

z2 40 20 30 10 
10

302
2




z
x  

 
Перейдем от размерных значений факторов к безразмерным с помощью 

формулы кодирования (2): 

;1
5,1

5,43

;1
5,1

5,46

1

0
1

min
1min

1

1

0
1

max
1max

1



















z

zz
x

z

zz
x

 

Аналогично проводим кодирование для фактора z2. : 
 

;1
10

3020

;1
10

3040

2

0
2

min
2min

2

2

0
2

max
2max

2



















z

zz
x

z

zz
x

 

Определяем число опытов по формуле (1): kN 2 = 22 = 4. 
2. Строим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий (табл. 3).  

 
Таблица 3 

Матрица планирования 
 

№ опыта Факторы Результаты 
опытов, 

у 
х0 х1 х2 х1 х2 

1 +1 -1 -1 +1 1,11 
2 +1 +1 -1 -1 2,52 
3 +1 -1 +1 -1 1,98 
4 +1 +1 +1 +1 1,47 

 
Согласно уравнению (5), уравнение регрессии будет иметь вид: 

211222110 xxbxbxbby  . 
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3. Рассчитаем коэффициенты, входящие в уравнение регрессии, с помо-
щью формулы (6): 

045,0)47,198,152,211,1(
4
1

;225,0)47,198,152,211,1(
4
1

;77,1)47,198,152,211,1(
4
1

2

1

0







b

b

b

 

48,0)47,198,152,211,1(
4
1

12 b  

 
После подстановки рассчитанных коэффициентов уравнение регрессии:  
 

у= 1,77 + 0,225х1 – 0,045х2 – 048х1х2
 

 
4. Далее необходимо определить значимость коэффициентов в уравнении 

регрессии. С этой целью необходимо найти дисперсию воспроизводимости по 
формуле (8).  

В данном случае было проведено три параллельных опыта в центре плана, 
в которых получены следующие значения:  

 
83,1;76,1;67,1 0

3
0
2

0
1  yyy . 

 
По формуле (9) находим среднее значение у : 
 

75,1)83,176,167,1(
3
1

у . 

 
Тогда дисперсия воспроизводимости составит:  
 

0064,0)83,175,1()76,175,1()67,175,1(
13

1 2222
. 


воспрS . 

 
5. В связи с тем, что коэффициенты, входящие в уравнение регрессии, не 

коррелированы между собой, их действие можно проверять для каждого в от-
дельности. Исключение незначимого коэффициента из уравнения регрессии не 
отразится на остальных коэффициентах. Все коэффициенты определяются с 
одинаковой точностью по формуле (10). 

 

04,0
4

0064,02
.


N

S
S

воспр

bj
. 
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Найдем расчетные значения критерия Стьюдента по формуле (11): 

.0,12
04,0
48,0

;12,1
04,0
045,0

;62,5
04,0
225,0

;25,44
04,0
77,1

12

2

1

0















t

t

t

t

 

 
Для нахождения табличного значения критерия Стьюдента задаемся уров-

нем значимости р=0,95 и степенью свободы f=m-1= 3-1 = 2. 303,4)(05,0 ft . 
Если для коэффициента выполняется условие )(. ftt aрасч  , то коэффициент 

считается значимым. Таким образом, коэффициент при х2 является незначимым 
и в уравнение регрессии не входит. 

6. После оценки значимости уравнение регрессии принимает вид: 
 

211 48,0225,077,1 ххху   
 
7. Проверим адекватность полученного уравнения по результатам экспе-

риментальных исследований с помощью критерия Фишера. Для нахождения 
расчетного значения критерия Фишера необходимо найти остаточную диспер-
сию по формуле: 

 
2

1

2 )ˆ( j

N

j

jад yy
lN

m
s 


 



. 

 
Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравне-

нию регрессии, подставляя +1 или -1 вместо xi в соответствии с номером j экс-
перимента из таблицы 3: 

 

.52,148,0225,077,1ˆ
;03,248,0225,077,1ˆ
;48,248,0225,077,1ˆ

;07,148,0225,077,1ˆ

4

3

2

1









у

у

у

у

 

 
Результаты расчета дисперсии адекватности представлены в таблице 4. 
 
Дисперсия адекватности: 

0082,0)0025,00025,00016,00016,0(
34

12 



j

адs . 
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Таблица 4 
Расчет дисперсии адекватности 

 
№ опыта экспу  у̂  )ˆ( экспуу   2)ˆ( экспуу   

1 1,11 1,07 -0.04 0,0016 
2 2.52 2,48 -0.04 0,0016 
3 1,98 2,03 -0,05 0,0025 
4  1,52 -0,05 0,0025 

 
Найдем расчетное значение критерия Фишера с помощью формулы (14): 
 

28,1
0064,0
0082,0

2
.

2
.

. 
воспр

ост

расч
S

S
F . 

 
Табличное значение критерия FТ (Приложение 2) находим при уровне зна-

чимости р= 0,05 по соответствующим степеням свободы, где lNf ад   и 
)1(  mNfвоспр : 

134  lNf ад  и 2)13()1(  mfвоспр : 
 

Fтабл. = 18,5. 
 
Если выполняется условие .. таблрасч FF  , то уравнение регрессии адекватно 

результатам экспериментальных исследований. В данном случае 1.28<5,32. 
Следовательно, полученное уравнение регрессии адекватно результатам экспе-
риментальных исследований. 

8. Проведем интерпретацию полученной модели: 
 

211 48,0225,077,1 ххху  . 
 

Из уравнения следует, что наибольшее значение по абсолютной величине 
имеет коэффициент парного взаимодействия х1 х2 – сочетание добавленного 
клея ПВА и времени горячего прессования. Следовательно, он будет оказывать 
наибольшее влияние на прочность полимерно-бумажных композитов. Затем по 
силе влияния на отклик следует фактор х1 – содержание клея ПВА в композите. 
Анализ знаков коэффициентов показал: т.к. коэффициент при х1 положитель-
ный, то с увеличением этого фактора растет отклик, т.е. увеличивается проч-
ность.  
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2.2. Пример 2 

 

Условие задачи. Для исследования влияния технологических факторов на 
относительную величину чистоты металлической поверхности были проведены 
эксперименты по плану ПФЭ типа 22.  

Β качестве факторов, влияющих на относительную площадь остаточных 
загрязнений поверхности y (%), были выбраны следующие: 

z1 – плотность мощности (Вт/см2): z1
min = 70, z1

max= 100; 
z2 – время обработки электроразрядной плазмой (сек): z2

min = 180, z2
max = 

420. 
Построить математическую модель, учитывая взаимодействия факторов. 

Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпрета-
цию. 

Таблица 1 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 22 

 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 У 

1 -1 -1 21,1 
2 +1 -1 14,6 
3 -1 +1 17,0 
4 +1 +1 14,7 

 
Алгоритм решения: 

2) проводим кодирование переменных; 
2) строим матрицу планирования в кодированных переменных с уче-

том всех взаимодействий;  
3) рассчитываем коэффициенты уравнения регрессии; 
4) вычисляем дисперсию воспроизводимости; 
5) проверяем рассчитанные коэффициенты на значимость; 
6) записываем уравнение регрессии в кодированных переменных; 
7) проверяем уравнение регрессии на адекватность с помощью критерия 

Фишера; 
8) проводим интерпретацию полученной математической модели.  
Решение. 1. Для каждого фактора определяем центр плана, интервал варь-

ирования, зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по фор-
мулам (3,4). Результаты заносим в таблицу 2. 

Перейдем от размерных значений факторов к безразмерным с помощью 
формулы кодирования (2): 

;1
15

8570

;1
15

85100

1

0
1

min
1min

1

1

0
1

max
1max

1



















z

zz
x

z

zz
x
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Таблица 2  
Кодирование факторов 
 

Факторы Βерхний 
уровень 

zi
max 

Нижний 
уровень 

zi
min 

Центр 
zi

o 
Интервал ва-
рьирования 

Δzi 

Зависимость кодиро-
ванной переменной от 

натуральной 
z1 100 70 85 15 

15
851

1



z

x  

z2 420 180 300 120 
120

3002
2




z
x  

 
Аналогично проводим кодирование для фактора z2: 
 

;1
120

300180

;1
120

300420

2

0
2

min
2min

2

2

0
2

max
2max

2



















z

zz
x

z

zz
x

 

Определяем число опытов по формуле (1): kN 2 = 22 = 4. 
2. Строим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий (табл. 3).  

 
Таблица 3 

Матрица планирования 
 

№ опыта Факторы Результаты 
опытов, 

у 
х0 х1 х2 х1 х2 

1 +1 -1 -1 +1 21,1 
2 +1 +1 -1 -1 14,6 
3 +1 -1 +1 -1 17,0 
4 +1 +1 +1 +1 14,7 

 
Согласно уравнению (5), уравнение регрессии будет иметь вид: 
 

211222110 xxbxbxbby  . 
 

3. Рассчитаем коэффициенты, входящие в уравнение регрессии, с помо-
щью формулы (6): 
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1)7,140,176,141,21(
4
1

;2,2)7,140,176,141,21(
4
1

;85,16)7,140,176,141,21(
4
1

2

1

0







b

b

b

 

05,1)7,140,176,141,21(
4
1

12 b  

 
После подстановки рассчитанных коэффициентов уравнение регрессии:  
 

у=16,85 – 2,2х1 – х2 +1,05х1х2. 

 

4. Необходимо определить значимость коэффициентов в уравнении ре-
грессии. Для этого надо найти дисперсию воспроизводимости по формуле (8).  

С этой целью было проведено три параллельных опыта в центре плана, в 
которых получены следующие значения:  

 
0,16;0,15;0,14 0

3
0
2

0
1  yyy . 

 
По формуле (9) находим среднее значение у : 
 

0,15)0,160,150,14(
3
1

у . 

 
Тогда дисперсия воспроизводимости составит:  
 

1)0,160,15()0,150,15()0,140,15(
13

1 2222
. 


воспрS . 

 
5. В связи с тем, что коэффициенты, входящие в уравнение регрессии, не 

коррелированы между собой, их действие можно проверять для каждого в от-
дельности. Исключение незначимого коэффициента из уравнения регрессии не 
отразится на остальных коэффициентах. Все коэффициенты определяются с 
одинаковой точностью по формуле (10). 

 

5,0
4
12

.


N

S
S

воспр

bj
. 

 
Найдем расчетные значения критерия Стьюдента по формуле (11): 
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.1,2
5,0

05,1

;2
5,0
1

;4,4
5,0
2,2

;7,33
5,0
85,16

12

2

1

0















t

t

t

t

 

Для нахождения табличного значения критерия Стьюдента задаемся уров-
нем значимости р=0,95 и степенью свободы f=m-1= 3-1 = 2. 

303,4)(05,0 ft . 
Если для коэффициента выполняется условие )(. ftt aрасч  , то коэффициент 

считается значимым. Таким образом, коэффициент при х2 и коэффициент пар-
ного взаимодействия являются незначимыми и в уравнение регрессии не вхо-
дят. 

6. После оценки значимости уравнение регрессии принимает вид: 
 

12,285,16 ху  . 
 
7. Проверим адекватность полученного уравнения по результатам экспе-

риментальных исследований с помощью критерия Фишера. Для нахождения 
расчетного значения критерия Фишера необходимо найти остаточную диспер-
сию по формуле: 

 
2

1

2 )ˆ( j

N

j

jад yy
lN

m
s 


 



. 

Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравне-
нию регрессии, подставляя +1 или -1 вместо xi в соответствии с номером j экс-
перимента из таблицы 3: 

 

.65,132,285.16ˆ
;05,192,285,16ˆ
;65,132,285,16ˆ

05,192,285,16ˆ

4

3

2

1









у

у

у

у

 

 
Результаты расчета дисперсии адекватности представлены в таблице 4. 
 
Дисперсия адекватности: 

2,5)10,120,490,020,4(
24

12 


адs  
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Таблица 4 

Расчет дисперсии адекватности 
 

№ опыта экспу  у̂  )ˆ( экспуу   2)ˆ( экспуу   
1 21,1 19,05 -2,05 4,20 
2 14,6 13,65 -0,95 0,90 
3 17,0 19,05 -2,05 4,20 
4 14,7 13,65 -1,05 1,10 

 
Найдем расчетное значение критерия Фишера с помощью формулы (14): 
 

2,5
1
2,5

2
.

2
.

. 
воспр

ост

расч
S

S
F . 

 
Табличное значение критерия FТ (Приложение 2) находим при уровне зна-

чимости р= 0,05 по соответствующим степеням свободы, где lNf ад   и 
)1(  mNfвоспр : 

224  lNf ад  и 2)13()1(  mfвоспр : 
 

Fтабл. = 19.2 

 
Если выполняется условие .. таблрасч FF  , то уравнение регрессии адекватно 

результатам экспериментальных исследований. В данном случае 5,2<19,2. Сле-
довательно, полученное уравнение регрессии адекватно результатам экспери-
ментальных исследований. 

8. Проведем интерпретацию полученной модели: 
 

12,285,16 ху  . 
 

Из уравнения следует, что на относительную площадь остаточных загряз-
нений металлической поверхности наибольшее влияние оказывает коэффици-
ент при факторе х1 – плотность мощности. Анализ знака коэффициента                                                                                                                          
показал. что коэффициент при х1 отрицательный. Значит с увеличением этого 
фактора уменьшается отклик, т.е. увеличивается прочность.  

 

2.3. Пример 3 
 

Условие задачи. Для исследования влияния технологических факторов на 
пористость пшеничного хлеба были проведены эксперименты по плану ПФЭ 
типа 23.  
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Β качестве факторов, влияющих на пористость хлеба y (%), были выбраны 
следующие: 

z1 – количество молотого ядра кедрового ореха (%): z1
min = 0,27, z1

max= 0,33; 
z2 – количество ржаной муки (%): z2

min = 4, z2
max = 16; 

z3 – длительность расстойки теста (кгс/см2): z3
min = 2, z2

max = 8. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

Таблица 1 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты 
опытов, у z1 z2 z3 

1 -1 -1 -1 54 
2 -1 -1 +1 64 
3 -1 +1 -1 50 
4 -1 +1 +1 54 
5 +1 -1 -1 64 
6 +1 -1 +1 70 
7 +1 +1 -1 64 
8 +1 +1 +1 68 

 

Решение. 1. Для каждого фактора определяем центр плана, интервал варь-
ирования, зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по фор-
мулам (3,4). Результаты заносим в таблицу 2. 

Таблица 2  
Кодирование факторов 
 

Факторы Βерхний 
уровень 

zi
max 

Нижний 
уровень 

zi
min 

Центр 
zi

o 
Интервал ва-
рьирования 

Δzi 

Зависимость кодиро-
ванной переменной от 

натуральной 
z1 0,33 0,27 0,3 0,03 

03,0
3,01

1



z

x  

z2 16 4 10 6 
6

102
2




z
x  

z3 3 2 2,5 0,5 
5,0

5,23
3




z
x  

 
Перейдем от размерных значений факторов к безразмерным с помощью 

формулы кодирования (2): 
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;1
03,0

35,027,0

;1
03,0

3,033,0

1

0
1

min
1min

1

1

0
1

max
1max
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







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
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
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;1
6
104

;1
6

1016

2

0
2

min
2min

2

2

0
2

max
2max

2



















z

zz
x

z

zz
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;1
5,0

5,22

;1
5,0

5,23

3

0
3

min
3min

3

3

0
3

max
3max

3



















z

zz
x

z

zz
x

 

Определяем число опытов по формуле (1): kN 2 = 23 = 8. 
2. Строим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий (табл. 3).  

 
Таблица 3 

Матрица планирования 
 

№ 
опыта 

Факторы Результат 
опыта 

экспу  
х0 х1 х2 х3 х1х2 х1х3 х2х3 х1х2х3 

1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 54 
2 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 64 
3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 50 
4 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 54 
5 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 64 
6 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 70 
7 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 64 
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 68 

 
Согласно уравнению (7), уравнение регрессии будет иметь вид: 

 
у = b0+b1x1+b2x2.+b3x3 +b12x1x2+ b13x1x3 + b23x2x3.+ b123x1x2х3, 

 
3. Рассчитаем коэффициенты, входящие в уравнение регрессии, с помо-

щью формулы (6): 



28 
 

5,5)6864706454506454(
8
1

61)6864706454506454(
8
1

1

0





b

b

 

3)6864706454506454(
8
1

2)6864706454506454(
8
1

3

2





b

b

 

5,0)6864706454506454(
8
1

5,1)6864706454506454(
8
1

13

12





b

b

 

5,0)6864706454506454(
8
1

1)6864706454506454(
8
1

123

23





b

b

 

После подстановки рассчитанных коэффициентов уравнение регрессии:  
 

у = 61 + 5,5x1 - 2x2.+ 3x3 + 1,5x1x2 – 0,5x1x3  - 1x2x3.+ 0,5x1x2х3. 
 
4. Далее необходимо определить значимость коэффициентов в уравнении 

регрессии. С этой целью необходимо найти дисперсию воспроизводимости по 
формуле (8).  

В данном случае было проведено четыре параллельных опыта в центре 
плана, в которых получены следующие значения:  

 
%64%;62%;65%;67 0

4
0
3

0
2

0
1  уyyy . 

 
По формуле (9) находим среднее значение у : 
 

5,64)64626567(
4
1

у . 

 
Тогда дисперсия воспроизводимости вычисляется по формуле:  
 

33,4)645,64()625,64()655,64()675,64(
14

1 22222
. 


воспрS . 

 
5. Все коэффициенты определяются на значимость с одинаковой точно-

стью по формуле (10). 
 

74,0
8
33,42

.


N

S
S

воспр

bj
. 
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Найдем расчетные значения критерия Стьюдента по формуле (11): 

05,4
74,0
3

70,2
74,0
2

;25,20
74,0
5,5

43,82
74,0

61

3

2

1

0












t

t

t

t

                          

68,0
74,0
5,0

;35,1
74,0
1

;68,0
74,0

5,0

;02,2
74,0
5,1

123

23

13

12















t

t

t

t

 

 
Для нахождения табличного значения критерия Стьюдента задаемся уров-

нем значимости р=0,95 и степенью свободы f=m-1= 4-1 = 3. 18,3)(05,0 ft . 
Значимость коэффициентов уравнения регрессии определяется путем 

сравнения полученных значений критерия Стьюдента с табличным. Если для 
коэффициента выполняется условие )(. ftt aрасч  , то коэффициент считается зна-
чимым. Таким образом, коэффициенты при  х2,  х12, х13 , х23, и   х123   являются не-
значимыми и в уравнение регрессии не входят. 

6. После оценки значимости уравнение регрессии принимает вид: 
 

у = 61 + 5,5x1 + 3x3 
 

7. Проверим адекватность полученного уравнения по результатам экспе-
риментальных исследований с помощью критерия Фишера. Для нахождения 
расчетного значения критерия Фишера необходимо найти остаточную диспер-
сию по формуле: 

 
2

1

2 )ˆ( j

N

j

jад yy
lN

m
s 


 



. 

 
Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравне-

нию регрессии, подставляя +1 или -1 вместо xi в соответствии с номером j экс-
перимента из таблицы 3: 

;.5,5835,561ˆ
;5,5235,561ˆ
;5,5835,561ˆ
;5,5235,561ˆ

4

3

2

1









у

у

у

у
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..5,6935,561ˆ
;5,6335,561ˆ

;5,69335,561ˆ
;5,6335,561ˆ

8

7

6

5









у

у

у

у

 

 
Результаты расчета дисперсии адекватности представлены в таблице 4. 
 

Таблица 4 
Расчет дисперсии адекватности 

 
№ опыта экспу  у̂  )ˆ( экспуу   2)ˆ( экспуу   

1 54 52,5 -1,5 2,25 
2 64 58,5 -5,5 30,25 
3 50 52,5 2,5 6,25 
4 54 58,5 4,5 20,25 
5 64 63,5 -1,5 2,25 
6 70 69,5 -0,5 0,25 
7 64 63,6 -0,5 0,25 
8 68 69,5 1,5 2,25 

 
Дисперсия адекватности модели равна: 
 

4,12)25,225,025,025,225,2025,625,3025,2(
38

12 


адs . 

 
Найдем расчетное значение критерия Фишера с помощью формулы (14): 
 

86,2
33,4
4,12

2
.

2
.

. 
воспр

ост

расч
S

S
F . 

 
Табличное значение критерия FТ (Приложение 2) находим при уровне зна-

чимости р= 0,05 по соответствующим степеням свободы, где lNf ад   и 
)1(  mNfвоспр : 

538  lNf ад  и 3)14()1(  mfвоспр : 
 

Fтабл. = 9,0. 
Если выполняется условие .. таблрасч FF  , то уравнение регрессии адекватно 

результатам экспериментальных исследований. В данном случае 1.28<5,32. 
Следовательно, полученное уравнение регрессии адекватно результатам экспе-
риментальных исследований. 

8. Проведем интерпретацию полученной модели: 
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у = 61 + 5,5x1 + 3x3. 

 
Из уравнения следует, что наибольшее значение по абсолютной величине 

имеет коэффициент х1 – количество молотого ядра кедрового ореха. Следова-
тельно, он будет оказывать наибольшее влияние на пористость хлеба. Затем по 
силе влияния на отклик следует фактор х3 – время расслойки теста. Анализ зна-
ков коэффициентов показал, что коэффициенты при х1 и х3 положительные, 
значит с увеличением этих факторов растет отклик, т.е. увеличивается пори-
стость хлеба.  

 
2.4. Пример 4 

 

Условие задачи. Для исследования влияния некоторых технологических 
факторов на прочность склеивания двух поверхностей полиуретановым клеем 
были поставлены эксперименты по плану ПФЭ типа 23, причем каждый экспе-
римент повторялся по три раза. В качестве факторов, влияющих на прочность y 
(кг/см2), были выбраны следующие: 

z1 – количество наносимого клея (г/см2): z1
min = 0,02, z1

max= 0,06; 
z2 – время активации клеевой пленки (сек): z2

min = 60, z2
max = 300; 

z3 – давление прессования при склеивании (кгс/см2): z3
min = 2, z2

max = 8. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

Таблица 1 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 7,4 8,4 6,4 
2 –1 +1 +1 8,6 7,0 7,8 
3 +1 –1 +1 12,3 9,0 9,3 
4 –1 –1 +1 5,8 5,8 5,7 
5 +1 +1 –1 18,8 17 15,2 
6 –1 +1 –1 8,4 8,4 6,0 
7 +1 –1 –1 11,8 7,0 9,4 
8 –1 –1 –1 10,5 7,8 8,1 

 
Алгоритм решения: 

3) проводим кодирование переменных; 
2) строим матрицу планирования в кодированных переменных с уче-

том всех взаимодействий и дополняем ее столбцом средних значений опреде-
ляемого параметра; 

3) рассчитываем коэффициенты уравнения регрессии; 
4) вычисляем дисперсию воспроизводимости; 
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5) проверяем рассчитанные коэффициенты на значимость; 
6) записываем уравнение регрессии в кодированных переменных; 
7) проверяем уравнение регрессии на адекватность с помощью критерия 

Фишера; 
8) проводим интерпретацию полученной математической модели.  
 

Решение. 1. Для каждого фактора определяем центр плана, интервал варь-
ирования, зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по фор-
мулам (1-3). Занести результаты в таблицу 2. 

Таблица 2  
Кодирование факторов 
 

Факторы Βерхний 
уровень 

zi
max 

Нижний 
уровень 

zi
min 

Центр 
zi

o 
Интервал ва-
рьирования 

Δzi 

Зависимость кодиро-
ванной переменной от 

натуральной 
z1 0,06 0,02 0,04 0,02 

02,0
04,01

1



z

x  

z2 300 60 180 120 
120

1802
2




z
x  

z3 8 2 5 3 
3

53
3




z
x  

 
2. По формуле (8) рассчитываем средние значения результатов для каждо-

го эксперимента: 
4,7)4,64,84,7(

3
1

1 у                                                 0,17)2,150,178.18(
3
1

5 у  

8,7)8,70,76,8(
3
1

2 у                                                6,7)0,64,84,8(
3
1

6 у  

2,10)3,90,93,12(
3
1

3 у                                              4,9)4,90,78,11(
3
1

7 у  

77,5)7,58,58,5(
3
1

4 у                                               8,8)1,88,75,10(
3
1

8 у  

 
Cтроим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий и средних 

значений определяемого параметра (табл. 3). 
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Таблица 3  
Матрица планирования для обработки результатов 

 
№ Факторы Взаимодействия Результаты  

опытов 
у  

х1 х2 х3 х1х2 х1х3 х2х3 х1х2х3 у1 у2 у3 

1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 7,4 8,4 6,4 7,4 
2 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 8,6 7,0 7,8 7,8 
3 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 12,3 9,0 9,3 10,2 
4 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 5,8 5,8 5,7 5,77 
5 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 15,2 18,8 17.0 17,0 
6 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 8,4 8,4 6,0 7,6 
7 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 11,8 7,0 9,4 9,4 
8 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 10,5 7,8 8,1 8,8 

 
3. Βычисляем коэффициенты уравнения регрессии по формуле (5):  
 

25,9)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
0  

j

jyb ; 

75,1)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
11  

j

jj yxb  

7,0)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
22  

j

jj yxb  

45,1)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
33  

j

jj yxb  

5,0)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
2112  

j

jjj yxxb  

75,0)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
3131  

j

jjj yxxb  

9,0)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
3232  

j

jjj yxxb  

7,1)8,84,96,70,1777,52,108,74,7(
8
1

8
1 8

1
321312  

j

jjjj yxxxb  
 

 
В таблицу 4 заносим найденные коэффициенты уравнения регрессии. 
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Таблица 4  
Коэффициенты уравнения регрессии 

 
b0 b1 b2 b3 b12 b13 b23 b123 

9,25 1,75 0,7 -1,45 0,5 -0,75 -0,9 -1,7 
 

Запишем уравнение регрессии по формуле (6): 
 

у = 9,25+1,75x1+0,7x2.-1,45x3 +0,5x1x2-0,75x1x3 -0,9x2x3.-1,7x1x2х3   (6) 
 

4. Находим дисперсию воспроизводимости воспрs 2 . Предварительно вы-
числяем выборочные дисперсии результатов опытов по формуле (7). Результа-
ты расчетов заносим в таблицу 5. 

Суммируя элементы последнего столбца таблицы 5, получаем: 
 

08,18
8

1

2 
j

js . 

Отсюда получаем дисперсию воспроизводимости: 
 

26,208,18
8
1

8
1 8

1

22  
j

jвоспр ss . 

Таблица 5 
Расчет выборочных дисперсий 

 
j  y1         y2       y3 jу  2

1 )( jj yу   2
2 )( jj yу   2

3 )( jj yу   2
js  

1 7,4    8,4     6,4 7,4 0 1 1 1 
2 8,6     7,0     7,8 7,8 0,64 0,64 0 0,64 
3 12,3    9,0    9,3 10,2 4,41 1,44 0,81 3,33 
4 5,8    5,8    5,7 5,77 0,0009 0,0009 0,0049 0,00335 
5 18,8   17,0  15,2 17,0 3,24 0 3,24 3,24 
6 8,4    8,4    6,0 7,6 0,64 0,64 2,56 1,92 
7 11,8   7,0   9,4 9,4 5,76 5,76 0 5,76 
8 10,5   7,8   8,1 8,8 2,89 1 0,49 2,19 

 
По формуле (11) определяем среднее квадратичное отклонение коэффици-

ентов: 
 

31,0
38

26,2)(
2





Nm

s
bs

воспр

j . 
 

5. Значимость коэффициентов проверяем по критерию Стьюдента. 
Отношение абсолютной величины коэффициента к его ошибке имеет распреде-
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ление Стьюдента. Для каждого коэффициента определяем t-отношение по фор-
муле (10): 

 

84,29
31,0
25,9

0 t            66,5
31,0
75,1

1 t             26,2
31,0
7,0

2 t            68,4
31,0
45,1

3 


t , 

 

61,1
31,0
5,0

12 t         42,2
31,0
75,0

13 


t       9,2
31,0

9,0
23 


t       48,5

31,0
7,1

123 


t . 

 
Сравним t-отношение с табличным значением критерия Стьюдента для 

уровня значимости р=0,05 и числа степеней свободы )1(  mNf =8·2=16. Нахо-
дим, что )( ft p =2,12. Выборочные коэффициенты, для которых )( ftt pj  , не-
значимы, и их следует исключить из уравнения регрессии. При проверке зна-
чимости коэффициентов установлено, что все коэффициенты кроме b12 значи-
мы. Незначимый коэффициент b12 исключаем из уравнения регрессии. 

 
6. Получено уравнение регрессии: 
 

у = 9,25+1,75x1+0,7x2-1,45x3 -0,75x1x3 -0,9x2x3-1,7x1x2х3             
 
7. Проверим полученное уравнение (7) на адекватность по критерию 

Фишера. Так как дисперсия воспроизводимости найдена в предыдущем пункте, 
то для определения расчетного значения критерия F. необходимо вычислить 
остаточную дисперсию или дисперсию адекватности 2

адs .. 
Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравне-

нию регрессии (7), подставляя +1 или -1 вместо xi в соответствии с номером j 

эксперимента из таблицы 3: 
 

1у̂ = 9,25 + 1,75 + 0,7 – 1,45 – 0,75 – 0,9 – 1,7 = 6,9; 
 

2у̂ = 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 – 1,45 – 0,75 (-1) – 0,9 – 1,7 (-1) =  8,3; 
 

3у̂ = 9,25 + 1,75 + 0,7 (-1) – 1,45 – 0,75 – 0,9 (-1) – 1,7 (-1) = 10,7; 
 

4у̂ = 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 (-1) – 1,45 – 0,75(-1) – 0,9 (-1) – 1,7 = 5,3; 
 

5у̂ = 9,25 + 1,75 + 0,7 – 1,45 (-1) – 0,75 (-1) – 0,9 (-1) – 1,7 (-1) = 16,5; 
 

6у̂ = 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 – 1,45 (-1) – 0,75 – 0,9 (-1) – 1,7 = 8,1; 
 

7у̂ = 9,25 + 1,75 + 0,7 (-1) – 1,45 (-1) – 0,75 (-1) – 0,9 – 1,7 = 9,85; 
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8у̂ = 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 (-1) – 1,45 (-1) – 0,75 – 0,9 – 1,7 (-1) = 8,3. 
 

Дисперсию адекватности вычисляем по формуле (14): 
 

2
8

1

2 )ˆ(
78

3
j

j

jад yys 


 


=3·[(6,9-7,4)2 + (8,3-7,8)2 + (10,7-10,2)2 + 

+ (5,3-5,77)2 + (16,5-17,0)2 + (8,1-7,6)2 + (9,85-9,4)2 + (8,3-8,8)2 =5,91 
 

Расчетное значение критерия Фишера ),(1 воспрадp ffF   определяем по форму-
ле (13): 
 

62,2
26,2
91,5

2

2


воспр

ад

s

s
F . 

 
Табличное значение критерия FТ находим из таблиц критических точек 

распределения Фишера при уровне значимости α= 0,05 по соответствующим 
степеням свободы, где lNf ад   и )1(  mNfвоспр : 

 
178  lNf ад  и 16)13(8)1(  mNfвоспр : 

 
Fтабл. = 4,49. 

 
Так как расчетное значение критерия Фишера F.< FТл., то уравнение ре-

грессии (7) адекватно. 
 

8. Проведем интерпретацию полученной модели (7): 
 

y = 9,25 + 1,75х1 + 0,7х2 – 1,45х3 – 0,75х1х3 – 0,9х2х3 – 1,7х1х2х3. 
 

Из уравнения следует, что наибольшее значение по абсолютной величине 
имеет коэффициент х1 – количество наносимого клея, следовательно, он будет 
оказывать наибольшее влияние на прочность. Затем по силе влияния на отклик 
следуют: тройное взаимодействие всех факторов х1х2х3; фактор х3 – давление 
пресса при склеивании; парное взаимодействие х2х3 – сочетание времени акти-
вации клеевой пленки и уровня давления при склеивании; парное взаимодей-
ствие х1х3 – сочетание количества наносимого клея и уровня давления при 
склеивании; фактор х2 – время активации клеевой пленки. 

Характер коэффициентов показал, т.к. коэффициенты при х1 и х2 положи-
тельны, то с увеличением этих факторов растет отклик, т.е. увеличивается 
прочность. Коэффициенты при х3, х1х3, х2х3, х1х2х3 отрицательные - это значит, 
что с уменьшением фактора х3 и перечисленных взаимодействий значение от-
клика будет возрастать, а с увеличением – убывать. 
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МНОГОВАРИАНТНЫЕ ЗАДАНИЯ 

 
Вариант № 1 

 
Для изучения действия некоторых технологических факторов на прочность 

y (кг) сварки нетканых клееных материалов были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие: 
z1 – температура нагрева электрода (С): z1

min = 180, z1
max= 220; 

z2 – давление роликов (кг/см2): z2
min = 25, z2

max = 35; 
z3 – скорость продвижения материала (м/мин): z3

min = 1,5, z2
max = 3. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 +1 +1 +1 508 504 588 
2 –1 +1 +1 212 254 226 
3 +1 –1 +1 380 360 370 
4 –1 –1 +1 280 260 290 
5 +1 +1 –1 850 845 860 
6 –1 +1 –1 638 656 640 
7 +1 –1 –1 850 748 728 
8 –1 –1 –1 652 642 598 
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Вариант № 2 
 

Для изучения действия некоторых технологических факторов на прочность 
y (кг) сварки нетканых клееных материалов были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие: 
z1 – температура нагрева электрода (С): z1

min = 180, z1
max= 220; 

z2 – давление роликов (кг/см2): z2
min = 25, z2

max = 35; 
z3 – скорость продвижения материала (м/мин): z3

min = 1,5, z2
max = 3. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 408 404 388 
2 –1 +1 +1 312 304 306 
3 +1 –1 +1 328 336 330 
4 –1 –1 +1 281 265 274 
5 +1 +1 –1 650 646 666 
6 –1 +1 –1 538 556 540 
7 +1 –1 –1 607 621 628 
8 –1 –1 –1 552 542 528 
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Вариант № 3 
 
Для исследования влияния некоторых технологических факторов на проч-

ность склеивания двух поверхностей полиуретановым клеем (при фиксирован-
ном количестве наносимого клея 0,01 г/см2) были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на прочность y (кг/2,5 см2), были выбраны 
следующие: 

z1 – высота неровностей материала (мкм): z1
min = 20, z1

max= 80; 
z2 – время активации клеевой пленки (сек): z2

min = 60, z2
max = 300; 

z3 – давление прессования при склеивании (кгс/см2): z3
min = 2, z2

max = 8. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 8,0 7,6 7,8 
2 –1 +1 +1 5,9 6,3 6,0 
3 +1 –1 +1 5,8 6,0 5,7 
4 –1 –1 +1 6,0 5,98 6,02 
5 +1 +1 –1 7,5 7,6 7,7 
6 –1 +1 –1 5,3 5,5 5,4 
7 +1 –1 –1 8,7 8,9 8,8 
8 –1 –1 –1 4.19 4.2 4,21 
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Вариант № 4 
 

Для исследования влияния некоторых технологических факторов на проч-
ность склеивания двух материалов полиуретановым клеем (при фиксированном 
количестве наносимого клея 0,06 г/см2) были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на прочность y (кг/2,5 см2), были выбраны 
следующие: 

z1 – высота неровностей материала (мкм): z1
min = 20, z1

max= 80; 
z2 – время активации клеевой пленки (сек): z2

min = 60, z2
max = 300; 

z3 – давление прессования при склеивании (кгс/см2): z3
min = 2, z2

max = 8. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 7,4 7,3 7,5 
2 –1 +1 +1 10,4 10,6 10,8 
3 +1 –1 +1 10,2 10,3 10,1 
4 –1 –1 +1 7,4 7,5 7,6 
5 +1 +1 –1 16,8 17 17,2 
6 –1 +1 –1 10,8 11,2 11,0 
7 +1 –1 –1 9,3 9,5 9,4 
8 –1 –1 –1 10,2 10,3 10,1 
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Вариант № 5 
 

Для изучения действия низких температур на прочность y (кг) хлопчато-
бумажных тканей были поставлены эксперименты по плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие 
(при 25-ти циклах замораживание – оттаивание): 

z1 – температура замораживания (С): z1
min = -5, z1

max= -70; 
z2 – длительность замораживания (мин): z2

min = 30, z2
max = 240; 

z3 – температура оттаивания (С): z3
min = 20, z2

max = 100. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 43,6 43,4 44,6 
2 +1 –1 +1 49,4 49,0 48,5 
3 –1 –1 +1 52,6 52,8 53,2 
4 –1 +1 +1 53,8 53,0 54,8 
5 +1 –1 –1 51,2 52,0 51,6 
6 +1 +1 –1 50,5 51,7 49,8 
7 –1 +1 –1 45,2 45,8 45,6 
8 –1 –1 –1 52,7 52,3 51,8 
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Вариант № 6 
 

Для изучения действия низких температур на прочность y (кг) хлопчато-
бумажных тканей были поставлены эксперименты по плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие 
(при трех циклах замораживание – оттаивание): 

z1 – температура замораживания (С): z1
min = -5, z1

max= -70; 
z2 – длительность замораживания (мин): z2

min = 30, z2
max = 240; 

z3 – температура оттаивания (С): z3
min = 20, z2

max = 100. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 +1 –1 +1 53,6 53,4 55,1 
2 +1 +1 +1 51,7 51,9 52,3 
3 –1 +1 +1 47,5 47,9 46,3 
4 –1 –1 +1 48,8 48,6 49,6 
5 +1 +1 –1 48,2 48,6 47,0 
6 +1 –1 –1 49,5 49,1 49,4 
7 –1 –1 –1 49,2 48,8 50,1 
8 –1 +1 –1 50,7 50,3 51,0 
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Вариант № 7 
 

Для исследования влияния некоторых факторов вакуумной сушки на усад-
ку материала по толщине y (% полученной толщины образца после сушки от 
первоначальной) были поставлены эксперименты по плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – остаточное давление (кПа): z1
min = 1,3, z1

max= 91,3; 
z2 – сила механического прижатия материала к греющей поверхности 

(кПа): z2
min = 0, z2

max = 98; 
z3 – температура греющей поверхности (С): z3

min = 30, z2
max = 90. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 –1 +1 +1 73,0 74,0 75,0 
2 –1 +1 –1 77,0 77,6 78,5 
3 –1 –1 +1 83,5 83,8 82,0 
4 –1 –1 –1 88,0 87,6 87,5 
5 +1 +1 +1 65,5 66,0 66,5 
6 +1 +1 –1 85,2 84,2 84,0 
7 +1 –1 +1 80,0 80,2 81,2 
8 +1 –1 –1 90,3 89,3 89,2 
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Вариант № 8 
 

Для исследования влияния некоторых факторов вакуумной сушки на усад-
ку материала по площади y (% полученной площади образца после сушки от 
первоначальной) были поставлены эксперименты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – остаточное давление (кПа): z1
min = 1,3, z1

max= 91,3; 
z2 – сила механического прижатия материала к греющей поверхности 

(кПа): z2
min = 0, z2

max = 98; 
z3 – температура греющей поверхности (С): z3

min = 30, z2
max = 90. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 –1 +1 +1 93,0 94,0 95,0 
2 –1 +1 –1 95,7 95,9 95,9 
3 –1 –1 +1 78,5 79,3 79,5 
4 –1 –1 –1 88,0 88,1 88,3 
5 +1 +1 +1 95,4 95,6 95,5 
6 +1 +1 –1 84,0 85,4 85,3 
7 +1 –1 +1 97,0 97,0 97,0 
8 +1 –1 –1 90,0 90,7 91,1 
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Вариант № 9 
 

Для исследования влияния некоторых факторов на относительное удлине-
ние при разрыве y (%) синтетического материала были поставлены эксперимен-
ты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – величина деформации (%): z1
min = 7, z1

max= 13; 
z2 – температура термофиксации (С): z2

min = 120, z2
max = 150; 

z3 – продолжительность термофиксации (мин): z3
min = 6, z2

max = 12. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 20,0 20,4 20,6 
2 +1 +1 –1 23,9 23,4 23,5 
3 +1 –1 +1 24,0 24,2 24,6 
4 +1 –1 –1 25,2 24,1 24,8 
5 –1 +1 +1 28,2 29,3 29,5 
6 –1 +1 –1 30,1 31,4 30,3 
7 –1 –1 +1 30,2 29,1 30,4 
8 –1 –1 –1 31,0 30,5 30,0 
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Вариант № 10 
 

Исследовался процесс получения комбинированных материалов. В каче-
стве исследуемой величины была взята релаксация длины образца через сутки y 
(мм) и проведены эксперименты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на релаксацию длины, были выбраны сле-
дующие: 

z1 – время прессования (сек): z1
min = 12, z1

max= 20; 
z2 – усилие прессования (Н/м2): z2

min = 3 104, z2
max = 5 104; 

z3 – температура прессования (С): z3
min = 140, z2

max = 160. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 4,0 3,9 4,1 
2 +1 +1 –1 4,6 4,4 4,5 
3 +1 –1 +1 3,5 3,6 3,4 
4 +1 –1 –1 3,3 3,7 3,5 
5 –1 +1 +1 3,1 3,0 2,9 
6 –1 +1 –1 4,7 4,5 4,3 
7 –1 –1 +1 3,2 3,0 2,8 
8 –1 –1 –1 3,8 4,2 4,0 
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Вариант № 11 
 

Исследовался процесс получения комбинированных материалов. В каче-
стве исследуемой величины была взята релаксация угла через сутки y (град) и 
проведены эксперименты по плану ПФЭ типа 23. 

Β качестве факторов, влияющих на релаксацию угла, были выбраны сле-
дующие: 

z1 – время прессования (сек): z1
min = 12, z1

max= 20; 
z2 – усилие прессования (Н/м2): z2

min = 3 104, z2
max = 5 104; 

z3 – температура прессования (С): z3
min = 140, z2

max = 160. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 1,2 1,15 1,25 
2 +1 +1 –1 1,25 1,3 1,35 
3 +1 –1 +1 1,15 1,05 1,1 
4 +1 –1 –1 1,18 1,2 1,22 
5 –1 +1 +1 0,87 0,93 0,9 
6 –1 +1 –1 1,4 1,35 1,45 
7 –1 –1 +1 0,9 0,95 0,85 
8 –1 –1 –1 1,3 1,28 1,32 
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Вариант № 12   
 

Для исследования влияния некоторых факторов на относительное удлине-
ние при разрыве y (%) синтетического материала были поставлены эксперимен-
ты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – величина деформации (%): z1
min = 7, z1

max= 13; 
z2 – температура термофиксации (С): z2

min = 120, z2
max = 150; 

z3 – продолжительность термофиксации (мин): z3
min = 6, z2

max = 12. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 10,0 10,4 10,6 
2 +1 +1 –1 13,9 13,4 13,5 
3 +1 –1 +1 14,0 14,2 14,6 
4 +1 –1 –1 15,2 14,1 14,8 
5 –1 +1 +1 18,2 19,3 19,5 
6 –1 +1 –1 20,1 21,4 20,3 
7 –1 –1 +1 20,2 19,1 20,4 
8 –1 –1 –1 21,0 20,5 20,0 
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Вариант № 13 
 

Для изучения действия некоторых технологических факторов на прочность 
y (кг) сварки нетканых клееных материалов были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие: 
z1 – температура нагрева электрода (С): z1

min = 180, z1
max= 220; 

z2 – давление роликов (кг/см2): z2
min = 25, z2

max = 35; 
z3 – скорость продвижения материала (м/мин): z3

min = 1,5, z2
max = 3. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 308 304 288 
2 –1 +1 +1 212 204 206 
3 +1 –1 +1 228 236 230 
4 –1 –1 +1 181 165 174 
5 +1 +1 –1 550 546 566 
6 –1 +1 –1 438 456 440 
7 +1 –1 –1 507 521 528 
8 –1 –1 –1 452 442 428 
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Вариант № 14 
 

Исследовался процесс получения комбинированных материалов. В каче-
стве исследуемой величины была взята релаксация длины образца через сутки y 
(мм) и проведены эксперименты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на релаксацию длины, были выбраны сле-
дующие: 

z1 – время прессования (сек): z1
min = 10, z1

max= 28; 
z2 – усилие прессования (Н/м2): z2

min = 3 104, z2
max = 5 104; 

z3 – температура прессования (С): z3
min = 120, z2

max = 140. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 3,0 2,9 3,1 
2 +1 +1 –1 3,6 3,4 3,5 
3 +1 –1 +1 2,5 2,6 2,4 
4 +1 –1 –1 2,3 2,7 2,5 
5 –1 +1 +1 2,1 2,0 1,9 
6 –1 +1 –1 3,7 3,5 3,3 
7 –1 –1 +1 2,2 2,0 1,8 
8 –1 –1 –1 2,8 3,2 3,0 
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Вариант № 15 
 

Для исследования влияния некоторых факторов вакуумной сушки на усад-
ку кожи по площади y (% полученной площади образца после сушки от перво-
начальной) были поставлены эксперименты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – остаточное давление (кПа): z1
min = 1,3, z1

max= 91,3; 
z2 – сила механического прижатия полуфабриката кожи к греющей по-

верхности (кПа): z2
min = 0, z2

max = 98; 
z3 – температура греющей поверхности (С): z3

min = 30, z2
max = 90. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 –1 +1 +1 83,0 84,0 85,0 
2 –1 +1 –1 85,7 85,9 85,9 
3 –1 –1 +1 68,5 69,3 69,5 
4 –1 –1 –1 78,0 78,1 78,3 
5 +1 +1 +1 85,4 85,6 85,5 
6 +1 +1 –1 74,0 75,4 75,3 
7 +1 –1 +1 87,0 87,0 87,0 
8 +1 –1 –1 80,0 80,7 81,1 
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Вариант № 16   
 

Для исследования влияния некоторых факторов на относительное удлине-
ние при разрыве y (%) синтетического материала были поставлены эксперимен-
ты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – величина деформации (%): z1
min = 8, z1

max= 14; 
z2 – температура термофиксации (С): z2

min = 140, z2
max = 170; 

z3 – продолжительность термофиксации (мин): z3
min = 7, z2

max = 13. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 10,0 10,4 10,6 
2 +1 +1 –1 13,9 13,4 13,5 
3 +1 –1 +1 14,0 14,2 14,6 
4 +1 –1 –1 15,2 14,1 14,8 
5 –1 +1 +1 18,2 19,3 19,5 
6 –1 +1 –1 20,1 21,4 20,3 
7 –1 –1 +1 20,2 19,1 20,4 
8 –1 –1 –1 21,0 20,5 20,0 
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Вариант № 17 
 

Исследовался процесс получения комбинированных материалов. В каче-
стве исследуемой величины была взята релаксация длины образца через сутки y 
(мм) и проведены эксперименты по плану ПФЭ типа 23.  

Β качестве факторов, влияющих на релаксацию длины, были выбраны сле-
дующие: 

z1 – время прессования (сек): z1
min = 10, z1

max= 18; 
z2 – усилие прессования (Н/м2): z2

min = 3 104, z2
max = 5 104; 

z3 – температура прессования (С): z3
min = 120, z2

max = 140. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 4,0 3,9 4,1 
2 +1 +1 –1 4,6 4,4 4,5 
3 +1 –1 +1 3,5 3,6 3,4 
4 +1 –1 –1 3,3 3,7 3,5 
5 –1 +1 +1 3,1 3,0 2,9 
6 –1 +1 –1 4,7 4,5 4,3 
7 –1 –1 +1 3,2 3,0 2,8 
8 –1 –1 –1 3,8 4,2 4,0 
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Вариант № 18 
 

Для исследования влияния некоторых факторов вакуумной сушки на усад-
ку материала по толщине y (% полученной толщины образца после сушки от 
первоначальной) были поставлены эксперименты по плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были выбраны следую-
щие: 

z1 – остаточное давление (кПа): z1
min = 1,4, z1

max= 92,3; 
z2 – сила механического прижатия материала к греющей поверхности 

(кПа): z2
min = 0, z2

max = 96; 
z3 – температура греющей поверхности (С): z3

min = 40, z2
max = 100. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 

 
Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 –1 +1 +1 73,0 74,0 75,0 
2 –1 +1 –1 77,0 77,6 78,5 
3 –1 –1 +1 83,5 83,8 82,0 
4 –1 –1 –1 88,0 87,6 87,5 
5 +1 +1 +1 65,5 66,0 66,5 
6 +1 +1 –1 85,2 84,2 84,0 
7 +1 –1 +1 80,0 80,2 81,2 
8 +1 –1 –1 90,3 89,3 89,2 
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Вариант № 19 
 

Для изучения действия некоторых технологических факторов на проч-
ность y (кг) сварки нетканых клееных материалов были поставлены экспери-
менты по плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на эту величину, были взяты следующие: 
z1 – температура нагрева электрода (С): z1

min = 160, z1
max= 200; 

z2 – давление роликов (кг/см2): z2
min = 24, z2

max = 36; 
z3 – скорость продвижения материала (м/мин): z3

min = 1,5, z2
max = 3. 

Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-
ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 

 
№ 

опыта 
Изучаемые факторы Результаты опытов 

z1 z2 z3 y1 y2 y3 
1 +1 +1 +1 508 504 588 
2 –1 +1 +1 212 254 226 
3 +1 –1 +1 380 360 370 
4 –1 –1 +1 280 260 290 
5 +1 +1 –1 850 845 860 
6 –1 +1 –1 638 656 640 
7 +1 –1 –1 850 748 728 
8 –1 –1 –1 652 642 598 
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Вариант № 20 
 

Для исследования влияния некоторых технологических факторов на проч-
ность склеивания двух поверхностей полиуретановым клеем (при фиксирован-
ном количестве наносимого клея 0,01 г/см2) были поставлены эксперименты по 
плану ПФЭ 23.  

Β качестве факторов, влияющих на прочность y (кг/2,5 см2), были выбраны 
следующие: 

z1 – высота неровностей материала (мкм): z1
min = 30, z1

max= 90; 
z2 – время активации клеевой пленки (сек): z2

min = 50, z2
max = 250; 

z3 – давление прессования при склеивании (кгс/см2): z3
min = 3, z2

max = 9. 
Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия факто-

ров. Проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпре-
тацию. 
 

Исходная матрица планирования ПФЭ типа 23 
 

№ 
опыта 

Изучаемые факторы Результаты опытов 
z1 z2 z3 y1 y2 y3 

1 +1 +1 +1 8,0 7,6 7,8 
2 –1 +1 +1 5,9 6,3 6,0 
3 +1 –1 +1 5,8 6,0 5,7 
4 –1 –1 +1 6,0 5,98 6,02 
5 +1 +1 –1 7,5 7,6 7,7 
6 –1 +1 –1 5,3 5,5 5,4 
7 +1 –1 –1 8,7 8,9 8,8 
8 –1 –1 –1 4.19 4.2 4,21 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Определение понятия «наука», цели науки (описание, объяснение и 
предсказание процессов и явлений). Структура науки.  

2. Фундаментальные и прикладные науки и их задачи, возможная 
классификация наук (естественные, общественные, технические и т.п.). 

3. Научное исследование и его структура. Определение понятия науч-
ного исследования (НИ).  

4. Характеристики НИ (объективность, воспроизводимость, доказа-
тельность, точность). 

5. Уровни НИ (эмпирический, теоретический). 
6. Методология НИ.  
7. Компоненты НИ (постановка задачи, предварительный анализ име-

ющейся информации, формулировка исходных гипотез, теоретический анализ 
гипотез, планирование и организация эксперимента, анализ и обобщение полу-
ченных результатов, проверка исходных гипотез, окончательная формулировка 
новых фактов). 

8. Исследования как систематический сбор, отображение и анализ 
данных по разным аспектам деятельности.  

9. Эксперименты. Типы экспериментов (лабораторные, полевые).  
10. Проектирование экспериментов. 
11. Анализ задания исследования.  
12. Подбор из старого или разработка нового. 
13.  Содержание, форма (конструкция), сроки, масштабы результатов 

исследования. Усовершенствование или упрощение.  
14. Определение понятия «обзор литературы». Задача обзора литерату-

ры.  
15. Уяснение необходимости, цели и метода исследования.  
16. Понимание смысла и места собственных результатов. Критерии 

полноты анализа литературы. Затраты времени на обзор. 
17. Поиск источников информации. Формы предъявления печатной 

информации (монографии, справочники, книги, брошюры, реферативные жур-
налы, авторские и предметные указатели, периодика и т.п.).  

18. Изучение теории. Проверка постановки задачи научных исследова-
ний, констатация допущений, определение количества параметров, проверка 
правильности окончательного результата (предельные случаи, области значе-
ний, параметров, порядок величины результата). 

19. Методика инженерного эксперимента 
20. Проект установки эксперимента Определение понятий. Активный и 

пассивный эксперименты. Наблюдение. 
21.  Прямые и косвенные измерения. Операции измерения. Точность 

прибора. Точность измерений. Погрешность измерения. 
22. Ошибки измерения: систематические, случайные, промахи. 
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23. Распределение результатов измерений. Функция нормального рас-
пределения.  

24. Дисперсия, плотность распределения вероятностей, доверительный 
интервал. Распределение Стьюдента. 

25. Обработка результатов при малом числе измерений. Среднее ариф-
метическое, доверительный интервал и его назначение. Пример определения 
погрешности измерения. 

26.  Основы математического планирования эксперимента 
27. Определения. Однофакторный и многофакторный эксперименты. 

Параметр оптимизации, функция отклика. Дробный факторный эксперимент.  
28. Ортогональный центральный композиционный план. Рототабель-

ный ортогональный центральный композиционный план. 
29. Полный факторный эксперимент. Графическое представление 

двухфакторного эксперимента. Матрица планирования эксперимента. 
30. Вычисление коэффициентов линейной модели. Оптимизация функ-

ции отклика. Варьирование факторов. Интервалы варьирования. Крутое вос-
хождение. 

31. Сбор данных. Организация и проведение сбора данных (самостоя-
тельно, создание специальной группы, привлечение специализированной служ-
бы или организации).  

32. Ошибки сбора данных и возможные меры по их предотвращению. 
Контроль качества собираемых данных. 

33. Определение понятия «регрессия». Облако данных. Уравнение ре-
грессии. Модель регрессии. d- полоска (графическое представление). 

34. Метод наименьших квадратов. Оценки факторного эксперимента. 
Критерий правдоподобия. Минимизация суммы квадратов уклонений. Интер-
поляция и экстраполяция. Сущность корреляции. 

35. Графики. Графики искомых первичных и промежуточных величин. 
Выбор масштаба, нанесение шкалы, размерностей и подпись.  

36. Графическое представление экспериментальных точек и ошибок 
измерения. Крест ошибок. 

37.  Гистограммы. Диаграммы рассеивания (разброса), стратификации, 
причинно-следственных связей. 

38. Количественный анализ экспериментальных зависимостей. Цели 
количественного анализа. Оптимальное число параметров. Последовательность 
действий (оценка рассеяния, формулировка гипотез, определение параметров 
модели). 

39. Β иды статистического анализа (дескриптивный, выводной, разли-
чий, связей, предсказательный) и их инструменты. 

40. Интерпретация полученных результатов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Эксперименты являются многофакторными и связаны с оптимизацией ка-
чества материалов, отысканием оптимальных условий проведения технологи-
ческих процессов, разработкой наиболее рациональных конструкций оборудо-
вания и т.д.  

Системы, которые служат объектом таких исследований, очень часто яв-
ляются такими сложными, что не поддаются теоретическому изучению в ра-
зумные сроки. Несмотря на значительный объем выполненных экспериментов, 
из-за отсутствия реальной возможности достаточно полно изучить значитель-
ное число объектов исследования, многие решения принимаются на основании 
информации, имеющей случайный характер, и поэтому далеки от оптимальных. 

Поэтому возникает необходимость поиска пути, позволяющего вести ис-
следовательскую работу ускоренными темпами и обеспечивающим принятие 
решений, близких к оптимальным. Этим путем и являются статистические ме-
тоды планирования эксперимента, предложенные английским статистиком Ро-
нальдом Фишером. 

Использование планирования эксперимента делает поведение эксперимен-
татора целенаправленным и организованным, существенно способствует по-
вышению производительности труда и надежности полученных результатов. 
Важным достоинством является его универсальность, пригодность в огромном 
большинстве областей исследований. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Квантили распределения Стьюдента 

 
Число степеней свободы f Уровень значимости 

0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001 
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 318,309 636,619 
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,327 31,599 
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,215 12,924 
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610 
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893 6,869 
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959 
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,408 
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041 
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781 
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587 
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437 
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318 
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221 
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140 
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073 
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015 
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965 
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922 
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883 
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850 
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,527 3,819 
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792 
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,768 
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745 
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725 
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707 
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,690 
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674 
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,659 
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646 
31 1,309 1,696 2,040 2,453 2,744 3,375 3,633 
32 1,309 1,694 2,037 2,449 2,738 3,365 3,622 
33 1,308 1,692 2,035 2,445 2,733 3,356 3,611 
34 1,307 1,691 2,032 2,441 2,728 3,348 3,601 
35 1,306 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340 3,591 

Бесконечность 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,291 
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Приложение 2 

Квантили распределения Фишера для р=0,05 
 

f2 
f1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 
1 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 245.95 
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.43 
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.70 
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.86 
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.62 
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 3.94 
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.51 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.22 
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.01 
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.85 
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.72 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.62 
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.53 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.46 
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.40 
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.35 
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.31 
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.27 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.23 
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.20 
Примечание: f1 - число степеней свободы большей дисперсии,  

f2 - число степеней свободы меньшей дисперсии. 
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