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ВВЕДЕНИЕ 

Теория поля – крупный раздел математики, физики, механи-
ки, в котором изучаются скалярные, векторные поля. Понятие по-
ля, как и другие математические понятия, представляет собой вы-
ражение определённых количественных отношений и простран-
ственных форм материального мира. 

К рассмотрению скалярных и векторных полей приводят 
многие задачи математики, физики, электротехники, механики и 
других технических дисциплин. Изучение одних физических полей 
способствует изучению и других. Так, например, силы всемирного 
тяготения, магнитные, электромагнитные силы – все они изменя-
ются обратно пропорционально квадрату расстояния от своего ис-
точника; диффузия в растворах происходит по законам, общим с 
распространением тепла в различных средах; вид силовых маг-
нитных полей напоминает картину обтекания препятствий жидко-
стью и т.д. 

Математическим ядром теории поля являются такие поня-
тия, как градиент, поток, потенциал, дивергенция, ротор, циркуля-
ция и др. Эти понятия важны также в усвоении основных идей ма-
тематического анализа функций нескольких переменных, диффе-
ренциальной геометрии и т.д. 

Термин «поле» в физике употребляется для обозначения 
части пространства (или всего пространства), в котором рассмат-
ривается некоторое физическое явление (поле температур, элек-
тромагнитное поле и т.п.). 

В математике полем называется область V  пространства, в 

каждой точке которой определено значение некоторой функции. 

Если каждой точке M  этой области соответствует определённое 

число )(MUU  , то говорят, что в области V  определено ска-

лярное поле (или функция точки). Иначе говоря, скалярное поле – 

это скалярная функция )(MU  вместе с её областью определе-

ния. Если же каждой точке M  области V  пространства соответ-

ствует некоторый вектор )(Maa  , то говорят, что задано век-

торное поле (или векторная функция точки). 

Если функции ))(()( MaMU  не зависит от времени, то 

скалярное (векторное) поле называется стационарным (или 
установившимся); поле, которое меняется с течением времени 
(меняется, например: скалярное поле температуры при охлажде-
нии тела), называется нестационарным (или неустановив-
шимся). 
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Если V  – область трёхмерного пространства, то скалярное 

поле U  можно рассматривать как функцию трёх переменных 

zyx ,,  (координат точки M ): ),,( zyxUU  . Если функция U  зави-

сит только от двух переменных yx, , то скалярное поле 

),( yxUU   называют плоским. 

Аналогично вектор )(Maa  , определяющий векторное по-

ле, можно рассматривать как векторную функцию трёх скаляр-ных 

аргументов zyx ,, : ),,( zyxaa  . Вектор )(Maa   можно пред-

ставить (разложив его по ортам координатных осей) в виде  

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , 

где ),,();,,();,,( zyxRzyxQzyxP  – проекции вектора )(Ma  на оси 

координат.  

Если в выбранной системе координат Oxyz  одна из проек-

ций вектора  )(Maa   равна нулю, а две другие зависят только от 

двух переменных, то векторное поле называется плоским, напри-

мер jyxQiyxPa ),(),(  . 

Векторное поле называется однородным, если )(Ma  – по-

стоянный вектор, т.е. RQP ,,  – постоянные величины. Таким по-

лем, например, является поле тяжести. 

Будем предполагать, что скалярные функции ),,( zyxU  

(определяющая скалярное поле) и ),,();,,();,,( zyxRzyxQzyxP  

(задающие векторное поле) непрерывны вместе со своими част-
ными производными. 
 



 

5 

1. СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ 

1.1. Поверхности и линии уровня 

Рассмотрим скалярное поле, задаваемое функцией 

),,( zyxUU  . Для наглядного представления скалярного поля 

используются поверхности и линии уровня. 
Поверхностью уровня скалярного поля называется гео-

метрическое место точек, в которых функция )(MU  принимает 

постоянное значение, т.е. 

CzyxU ),,( .                                         (1) 

Задавая в равенстве (1) величине С различные значения, по-
лучим различные поверхности уровня, которые в совокупности как 
бы расслаивают поле. Через каждую точку поля проходит только од-
на поверхность уровня. Её можно найти путём подстановки коорди-
нат точки в уравнение (1). Так как функцию, задающую скалярное 
поле, часто, независимо от её физического смысла, называют по-
тенциалом, то поверхности уровня называют также эквипотенци-
альными поверхностями, т.е. поверхностями равного потенциала. 

ПРИМЕР 1. Найти и построить поверхность уровня скалярно-

го поля 
22 2 zyxU  , содержащую точку )2,2,2(0M . 

Поверхности уровня данного скалярного поля имеют уравне-

ние: Czyx  22 2 . Найдём С из того условия, что поверх-

ность проходит через точку )2,2,2(0M : C 22 2222 , т.е. 

.4C  Тогда уравнение соответствующей поверхности уровня 

имеет вид: 42 22  zyx , или yzx 2422  , или 

)2(222  yzx . Данное уравнение задаёт параболоид с вер-

шиной в точке М(0, -2, 0), направленный вдоль оси Оу: 

 

z 

2 

-2 

x 

2 

O 

M 

2 
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В случае плоского поля ),( yxUU   равенство  

CyxU ),(   

представляет собой уравнение линии уровня скалярного поля, 
т.е. линии уровня – это линии на плоскости Оху, в точках которых 

функция ),( yxU  сохраняет постоянное значение. 

ПРИМЕР 2. Найти и построить линии уровня скалярного по-

ля 
2

2

1
xyz  .  

Линии уровня задаются уравнениями: Сxy  2

2

1
. 

 

Они представляют собой семейство парабол, смещённых 

вдоль оси Oy .  

В метеорологии, например, сети изобар и изотерм (линии 
одинаковых средних давлений и одинаковых средних температур) 
являются линиями уровня и представляют собой функции коорди-
нат точек местности. 

Линии уровня применяются также в математике при иссле-
довании поверхностей методом сечений. 

1.2. Градиент скалярного поля и его свойства. 
Производная по направлению 

Пусть скалярная функция ),,( zyxUU  , задающая скалярное 

поле, имеет непрерывные частные производные. 
Градиентом скалярного поля U  в некоторой точке 

),,( zyxM  называется вектор, определяемый равенством 

y 

1 

C=1 

C=0 

C=-1 

x 

-1 
0 
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Ясно, что этот вектор зависит как от функции U , определя-

ющей скалярное поле, так и от координат точки M  

Следует отметить, что Ugrad  – векторная величина, по-

этому говорят, что скалярное поле U  порождает векторное поле 

Ugrad . 

Пусть имеется скалярное поле )(MUU  . Возьмём точку 

0M  и выберем какое-либо направление, определяемое вектором 

e . Возьмём другую точку M  так, чтобы вектор MM 0  был парал-

лельным вектору e  (рис. 1). 

 

Рис. 1 

Пусть l  – длина вектора MM0 , а )()( 0MUMUU  – 

приращение функции )(MUU  , соответствующее перемещению 

l . Отношение 

l

MUMU

l

U








 )()( 0                                     (2) 

определяет среднюю скорость изменения скалярного поля на еди-
ницу длины в данном направлении. 

Если при 0l  существует конечный предел отношения 

(3), то его называют производной функции )(MUU   в данной 

точке 0M  по направлению вектора e  и обозначают 

0Me

U




. 

z l M 

е  

M0 

x 
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Если )cos,cos,(cos
||

0


e

e
e  – единичный вектор 

направления e , то производная по направлению вычисляется по  

формуле 

 coscoscos

0000





















MMMM
z

U

y

U

x

U

e

U
. 

Тогда, если учесть определение )( 0MUgrad , получим фор-

мулу для вычисления производной по направлению: 

  )
||

,( 0

0
e

e
MUgrad

e

U

M





, 

или 

,cos|)(| 0

0





MUgrad

e

U

M

 

где   – угол между вектором )( 0MUgrad  и направлением век-

тора e . Из этой формулы следует, что производная по 

направлению достигает наибольшего значения, когда 

1cos  , т.е. при 0 . 

Таким образом, направление градиента совпадает с направ-

лением e , вдоль которого скалярное поле U  меняется быстрее 

всего, т.е. градиент функции указывает направление 

наибыстрейшего возрастания функции, и его длина равна 

скорости этого максимального изменения, т.е. 

222

max 







































z

U

y

U

x

U
V . 

В этом состоит физический смысл градиента. На этом свой-

стве градиента основано его широкое применение в математике и 

других дисциплинах. 
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Дифференциальные свойства градиента поля: 
1. Градиент направлен по нормали к поверхности уровня, 

проходящей через заданную точку. 

2. VdradUgradVUgrad  )( . 

3. constCUgradCUCgrad  ,)( . 

4. UgradVVgradUVUgrad  )( . 

5. 
2V

VgradUUgradV

V

U
grad


 . 

6. Ugrad
dU

dF
UFgrad )( . 

Эти свойства доказываются с использованием определения 
градиента. Докажем, например, свойства 4 и 6. 
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y

V
V

y

U
iU

x

V
V

x

U

k
z

VU
j

y

VU
i

x

VU
VUgrad

 

.)( UgradVVgradUVUgrad   

Свойство 4 доказано. 
Докажем теперь свойство 6. 

.)( k
z

F
j

y

F
i

x

F
UFgrad 














  

По правилу дифференцирования сложной функции: 

.;;
z

U

U

F

z

F

y

U

U

F

y

F

x

U

U

F

x
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Подставив эти выражения в предыдущую формулу, получим 

gradU
U

F
k

z

U
j

y

U
i

x

U

U

F
UFgrad 
























 )()(  

и свойство доказано. 
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Скалярное произведение вектора Ugrad  на дифференци-

ал радиус-вектора dzkdyjdxird   равно дифференци-

алу )(MUU  : 

.UdrdUgrad   

Действительно, если возьмём в поле произвольную точку 

),,( zyxM  и проведём в неё радиус-вектор 

kzjyixr  , 

то                               dzkdyjdxird  . 

Скалярное произведение векторов этого вектора и вектора 

k
z

U
j

y

U
i

x

U
Ugrad














  

равно сумме произведений их одинаковых проекций, т.е. 

Uddz
z

U
dy

y

U
dx

x

U
rdUgrad 














 . 

Эти же свойства справедливы и для плоского поля. 

ПРИМЕР 1. Найти наибольшую скорость возрастания функ-

ции 
222 zyx

x
U


  в точке )3;2;1(A . 

Для этого нам необходимо найти градиент этой функции в 
точке и длину этого вектора. 

.
)()()(

)( k
z

AU
j

y

AU
i

x

AU
AUgrad 














  

Найдём частные производные: функции U и их значения в 
точке A: 

    49

3)(
;

2

222

222

2222

2222




















x

AU

zyx

xzy

zyx

xzyx

x

U
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  49

1)(
;

2
2222













y

AU

zyx

xy

y

U
; 

  98

3)(
;

2
2222













z

AU

zyx

xz

z

U
 . 

Тогда 

.
98

3

49

1

49

3
)( kjiAUgrad   

Максимальная скорость возрастания заданной функции рав-
на модулю этого вектора, т.е. 

98

7

9604

49

9604

9

2401

1

2401

9
|)(| AUgrad . 

ПРИМЕР 2. Найти производную скалярного поля 

xzyyxU 2  в точке )3;2;1(A  в направлении вектора 

kjie 1234  . 

Найдём частные производные функции U и их значения в 
точке A: 

4
)(

; 









x

AU
zy

x

U
 ;  4

)(
; 










y

AU
zx

y

U
; 

2
)(

; 









x

AU
y

z

U
. 

Вектор направления )12,3,4(1234  kjie . Его дли-

на 13144916|| e . Найдём направляющие косинусы: 

13

12
cos,

13

3
cos,

13

4
cos   . 

Тогда 

.4
13

52

13

12
2

13

3
4

13

4
4

cos
)(

cos
)(

cos
)()(
























z
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AU
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AU
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Естественно, возникает вопрос об обратной задаче: опреде-
лить поле по заданному градиенту. 

Решение обратной задачи существует и определяется фор-
мулой 

)()( 0

0

MUrdUgradMU
MM

  ,                         (3) 

где MM 0  – любая линия, соединяющая точки 0M  и M , на ко-

торой )(MU  дифференцируема. 

В самом деле, по формуле UdrdUgrad   и потому 

 
MMMM

rdUgraddUMUMU

00

)()( 0 , 

что и доказывает формулу (4). 

Из этой формулы видно, что вектор Ugrad  достаточно 

полно характеризует само поле U(M). 

2. ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 

Векторное поле можно рассматривать как векторную функ-

цию радиус-вектора точки: )( raa  . Разложив вектор a  по осям 

координат, получим  

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , 

где ),,();,,();,,( zyxRzyxQzyxP  – скалярные функции от 

zyx ,, . 

Задание векторного поля равносильно заданию трёх скалярных 

функций ),,();,,();,,( zyxRzyxQzyxP  от трёх переменных. 

2.1. Векторные линии 

Геометрической характеристикой векторного поля служат 
векторные линии. Векорной линией, или силовой линией век-
торного поля, называется кривая, в каждой точке которой каса-

тельная к ней совпадает с направлением векторного поля a  в точ-

ке касания (рис. 2). 
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Рис. 2 

Векторные линии определяют в каждой точке направление 
векторного поля в этой точке. 

Это понятие для конкретных полей имеет ясный физический 
смысл. Например, в поле скоростей текущей жидкости векторными 
линиями будут линии, по которым движутся частицы жидкости (ли-
нии тока). Для магнитного поля векторными (силовыми) линиями 
являются линии, выходящие из северного полюса и заканчиваю-
щиеся в южном. 

Совокупность всех векторных линий поля, проходящих через 
некоторую замкнутую кривую, называется векторной трубкой. 

Изучение векторного поля начинают с изучения расположе-
ния его векторных линий.  

Пусть ktzjtyitxtr )()()()(   – радиус-вектор текущей 

точки векторной линии векторного поля a  ( t  – параметр). Из 

определения векторной линии следует, что вектор 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   и вектор касательной 

к этой кривой k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

rd
  должны быть коллинеарны в 

каждой точке векторной линии. Условием коллинеарности векто-
ров является пропорциональность их координат, т.е. 

).,(),,(),,( zyxR

dz

zyxQ

dy

zyxP

dx
 .                        (4) 

Таким образом, для векторных линий мы получили систему 
дифференциальных уравнений в симметричной форме: 

















.
),,(),,(

,
),,(),,(

zyxR

dz

zyxP

dx

zyxQ

dy

zyxP

dx

                              (5) 

a  

a  

a  
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Пусть найдены два независимых интеграла системы (2): 









.),,(

;),,(

22

11

czyx

czyx




                                      (6) 

Система уравнений (6) определяет векторную линию как ли-
нию пересечения двух поверхностей. Произвольно меняя постоян-

ные 1 2,c c , получим семейство векторных линий как семейство с 

двумя степенями свободы. 

ПРИМЕР 1. Найти векторные линии в заданном векторном 

поле kzjyixF  63 . 

Решение 

.),,(;6),,(;3),,( zzyxRyzyxQxzyxP   

Тогда уравнение (4) приобретает вид: 

z

dz

y

dy

x

dx




63
. 

Получаем систему дифференциальных уравнений: 
















.
3

,
63

z

dz

x

dx

y

dy

x

dx

 Её  решение:  














.lnlnln
3

1

,ln
3

1
ln

6

1
ln

3

1

2

1

czx

cyx

 













,lnln

,lnln

2
3

1

czx

c
y

x

 или 













.

,

2
3

1

czx

c
y

x

 

Векторные линии задаются пересечением полученных по-
верхностей. 

ПРИМЕР 2. Определить векторные линии магнитного поля, 
образованного постоянным электрическим током силой I , теку-
щим по бесконечно длинному прямолинейному проводу. 

Если совместить ось Oz  с проводом, то вектор H  напря-

жённости этого магнитного поля в точке ),,( zyxM  выражается 

формулой 
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),(
2

2
jxiy

I
H 


 

где   – расстояние от точки M  до провода. 

В данном случае 

.0),,(;
2

),,(;
2

),,(
22

 zyxRx
I

zyxQy
I

zyxP


 

Тогда уравнения (1) приобретают вид 

022

22

dz

x
I

dy

y
I

dx









  или  
0

dz

x

dy

y

dx



. 

Получаем два уравнения: ,0dz  откуда Cz   (постоянная) и 

x

dy

y

dx



; последнее уравнение можем записать в виде 

dyydxx  , .0 dyydxx  Интегрируя это уравнение, получим 

1

22

22
C

yx
  или 1

22 2Cyx  . Следовательно, векторные линии 

напряжённости магнитного поля определяются уравнениями  









,2

1

22

cz

cyx
 

т.е. это окружности, лежащие в плоскостях, перпендикулярных оси 
Oz , с центрами на этой оси. 

Аналогичные векторные линии получаются для векторного 
поля, образованного векторами линейных скоростей частиц жидко-
сти, вращающейся вокруг оси Oz . 

2.2. Поток векторного поля через поверхность 

Пусть в некоторой части пространства задано течение не-

сжимаемой жидкости с постоянной скоростью V . Пусть в потоке 

жидкости, перпендикулярно V , поставлена проницаемая пластин-

ка площадью S  (рис. 3).  
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Рис. 3 

За единицу времени каждая частица жидкости переместится 

по направлению движения на расстояние V . Поэтому все частицы 

жидкости, находящиеся в начальный момент времени на расстоя-

нии не больше чем на V  перед пластинкой, за единицу времени 

пройдут через пластинку. Следовательно, за единицу времени че-

рез пластинку S  протечёт объём жидкости, равный SVП  , ко-

торый называется потоком постоянного векторного поля V  

через пластинку S .  

Если та же пластинка поставлена к потоку под некоторым уг-

лом  , где   – угол между V  и перпендикуляром к площадке S , 

направленным в сторону потока, то в этом случае за единицу вре-

мени через пластинку пройдут те и только те частицы, которые от-

стояли от неё в начальный момент на расстояние не более, чем 

cosV . Поэтому поток в этом случае будет равен 

cos SVП . 

Определим теперь поток произвольного вектора a  через 

поверхность S  (замкнутую или незамкнутую). В каждой точке по-

верхности построим единичный вектор нормали 0n  (если поверх-

ность замкнутая, то 0n  будем брать по направлению внешней 

нормали, если незамкнутая, то одно из двух направлений норма-

ли, заранее оговаривая, какое именно), однако так, чтобы векто-

ры 0n  во всех точках поверхности лежали «по одну сторону» по-

верхности (рис. 4). 

 
 

V 

S 
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Рис. 4 

Разобьём поверхность S  на n  малых площадок i . В 

каждой из площадок выберем произвольную точку iM . 

Если площадка расположена перпендикулярно линиям тока 

(вектору a ), то поток жидкости, протекающей за единицу времени 

через площадку площадью ш , равен || a i . В случае пло-

щадки, наклонной относительно линий тока, сквозь неё будет про-
текать такое же количество жидкости, как сквозь проекцию этой 
площадки на плоскость, перпендикулярную направлению тока 

жидкости, т.е. вектору a . Поэтому количество жидкости, протека-

ющее через площадку i , выразится формулой 

,cos|| ini aa     

где   – угол между векторами a  и нормалью n  к площадке  , 

а 
n

a  – проекция вектора a  на эту же нормаль. 

Площадку i  можно представить как вектор i , направ-

ленный по нормали к площадке, модуль которого равен площади 
площадки  . Тогда получим 

iini aaa   cos|| ,                   (7) 

( ia   – скалярное произведение векторов). 

( )ia M  

Δ
i

  

0n  

0n  0n  
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Тогда общее количество жидкости, протекающей через по-

верхность S , равное сумме количеств жидкости, протекающей че-

рез отдельные площадки i , на которые эта поверхность разло-

жена, приближённо выражается формулой 

.
11

i

n

i

i

n

i
n

aaП   


                              (8) 

При неограниченном увеличении числа элементарных пло-
щадок и стремлению к нулю их размеров интегральная сумма (8) 
стремится к поверхностному интегралу 

 dada
SS

n
  ,                              (9) 

который и определяет количество жидкости, протекающей через 

поверхность S  за единицу времени. 

Независимо от физического смысла векторного поля a  ин-

теграл по поверхности (9) называют потоком векторного поля 

a  через поверхность S . (Следует заметить, что это всегда ска-

лярная величина). Например, если a  – вектор магнитного поля, то 

поток вектора выражает количество маг -нитных силовых линий, 

проходящих через S . 

Рассмотрим разложение вектора d  по ортам прямоуголь- 

ной системы координат. Считаем, что проекция элемента площади 

поверхности d  на координатную плоскость является элементом 

площади в соответствующей плоскости. Можем записать 

jdydxjdxdzidzdyd  . Если учесть, что 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , 

то получим ещё одну формулу для вычисления потока векторного 
поля: 

dydxRdxdzQdzdyP
S

   .                      (10) 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 
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kyxjzyxizxa )4()2()2(   

через часть плоскости ,2 zyx  лежащую в первом октанте. 

Решение. Построим поверхность: 

 

Тогда по определению 

.)4(

)2()3(

dxdyyx

dzdxzyxdydzzxda

ABC

ABCABCABC







 

 

В поверхностных интегралах перейдём к двойным интегра-

лам по соответствующим областям, которые являются проекциями 

треугольника АВС на координатные плоскости: 

 

В первом интеграле из уравнения поверхности выразим 

zyx  2  и получим двойной интеграл: 

 

z 

2B 

n  

2A 

2C 

O 

x 

y 

z z y 

B A A 

O O O 

B C C 

y 
x x 2 2 

y=2-x z=2-y z=2-x 

2 
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.
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2

3

8
88|)

3
24)44(

)288224(|)22(

)42()32()3(

2

0

3
2

2

0

2

2

0

222

0

2

0

2

2

0

2

0











 





y
yydyyy

dyyyyyyzyzzdy

dzzydydydzzzydydzzx

y

y

OBCABC

 

Аналогичным образом вычисляем два других поверхностных 
интеграла: 

;
3

1
5

3

4
812|)

6
26()

2
46(

)
2

22248(

|)
2

4()4(

))2(2()2(

2

0

3
2

2

0

2

22

0

2

2

0

2

0

22

0

2

0













 





x
xxdx

x
x

dx
x

xxxx

z
xzzdxdzzxdx

dxdzzzxxdzdxzyx
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OACABC
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3

2
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3

28
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6

7
32()

2

7
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2
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3
22

2

0
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2
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0
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x
xxdxxx

dx
x

xxx
y

xydx

dyyxdxdxdyyxdxdyyx

x

x

ОАВАВС

 

Таким образом, поток 
3

1
9

3

2
6

3

1
5

3

2
2  . 

Особый интерес представляет тот случай, когда поверхность 
S  замкнута и ограничивает некоторый объём. Тогда 
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SSS

n
dydxRdxdzQdzdyPdada     (11) 

(кружок на знаке интеграла означает, что поверхность замкнута). В 
этом случае обычно рассматривают внешний нормальный вектор. 

Когда жидкость несжимаема, то количество жидкости внутри 
объёма V , ограниченного поверхностью S , должно всё время 

оставаться неизменным. Если поток положителен, то это означает, 
что из объёма V  вытекает больше жидкости, чем втекает. При по-

стоянстве объёма жидкости внутри V  это возможно только тогда, 

когда внутри есть источники, питающие поток. И наоборот, если 
поток векторного поля отрицателен, то количество вытекающей 
жидкости меньше количества втекающей жидкости, внутри имеют-
ся стоки, поглощающие излишек жидкости. Если в объёме V  нет 

ни источников, ни стоков, то поток векторного поля равен нулю. 
В электростатическом или магнитном поле источниками будут 

соответственно положительные заряды или северный полюс магни-
та, а стоки – отрицательные заряды или южный полюс магнита. 

Понятие о потоке вектора через замкнутую поверхность при-
водит к понятию дивергенции или расходимости поля, которое 

даёт некоторую характеристику поля в каждой его точке. Пусть M  – 

изучаемая точка. Окружим её поверхностью S  произвольной фор-

мы, например сферой достаточно малого радиуса. Пусть объём об-

ласти, ограниченной этой поверхностью, равен V . Поток векторного 

поля через эту поверхность вычисляется по формуле  

da
S

  . 

2.3. Дивергенция 

Дивергенцией векторного поля (или дивергенцией вектора 

a ) называется предел (если он существует) отношения этого по-

тока к величине объёма V , ограниченного поверхностью S , если 

этот объём стремится к нулю (т.е. поверхность стягивается в точку 

M ) и обозначается 

V

da

Madiv S

V







0
lim)( .                                (12) 
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Дивергенция векторного поля – скалярная величина. Если 

0)( Madiv , то в точке расположен источник, если же 0)( Madiv , 

то в точке – сток. 

Формула (12) означает, что дивергенция функции в точке M  
является объёмной плотностью векторного потока в данной точке. 
Это инвариантное определение дивергенции, не связанное с си-
стемой координат. 

Если векторное поле задано в координатной форме 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , то дивергенция вы-

числяется по формуле 

|)()(
Mz

R

y

Q

x

P
Madiv














 .                      (13) 

ПРАВИЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ ДИВЕРГЕНЦИИ: 

1. Дивергенция обладает свойством линейности: 

nnnn adivcadivcacacdiv   1111 )( , 

где ncc ,,1   – постоянные числа. 

2. Дивергенция постоянного вектора равна нулю. 

3. Дивергенция произведения скалярной функции )(Mu  на 

вектор )(Ma  вычисляется по формуле 

).,()( augradadivuaudiv   

ПРИМЕР. Найти дивергенцию векторного поля 

kxzjzyiyxa 323    в точке )1,2,1( M . 

Решение. В этом примере 

;6)(,3,),,( 23 








 M

x

P
yx

x

P
yxzyxP  

;4)(,2,),,( 2 








 M

y

Q
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Q
zyzyxQ  

,3),,( xzzyxR   3)(,3 








M

z

R
x

z

R
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Тогда .1346)( Madiv  Следовательно, в точке M  

поверхности есть сток. 

ТЕОРЕМА (Гаусса-Остроградского). Поток векторного поля 

a  через замкнутую поверхность S , ограничивающую некоторое  

тело V , можно вычислить по формуле 

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
dvadivda

VVS

)(













   .  (14) 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 

kzxjzyiyxa )()()( 222222   

через замкнутую поверхность  2,0,1: 22  zzyxS . 

Решение. Воспользуемся формулой (13): 

.2,

;2,;2,

22

2222

z
z

R
zzR

y
y

Q
zyQx

x

P
yxP


















. 

 

Тогда поток можем вычислить следующим образом: 

( ) (2 2 2 )
V V

P Q R
dxdydz x y z dxdydz

x y z


  
      

     

z 

y 

2 

O 1 
x 
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Перейдём к цилиндрическим координатам:  

zz  , cos , sin .x y      В нашей области 

10,20   ,  .20  z  

.4

|)2cos
3

4
sin

3

4
()2sin

3

4
cos

3

4
(

|)2sin
3

4
cos

3

4
(

)4sin4cos4(

|)sin2cos2(

)2sin2cos2(

2

0

2

0

1

0

233

2

0

2

0

1

0

22

2

0

2

0

1

0

2

2

0

1

0

2

1







































 

 

  

d

d

dd

zzzdd

dzzdd

 

Если во всех точках некоторой области G  дивергенция век-

торного поля, заданного в этой области, равна нулю 0adiv , то 

говорят, что в этой области поле соленоидальное (или трубча-

тое). Имея в виду физический смысл adiv , можно сказать, что 

соленоидальное поле – это такое поле, в котором нет ни источни-
ков, ни стоков. 

Основное свойство соленоидального поля состоит в том, что 
в нём векторные линии не могут нигде ни начинаться, ни кончаться. 

Из формулы Гаусса – Остроградского следует, что в трубча-

том поле поток вектора через замкнутую поверхность S , лежащую 

в этом поле, равен нулю: 

0  da
S

. 

РАБОТА ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ. Если в некоторой простран-

ственной области, содержащей пространственную кривую L , за-

дана сила ),,(),,(),,( zyxRjzyxQizyxPF  ), то работа этой си-



 

25 

лы по перемещению материальной точки с единичной массой 

вдоль этой кривой от точки ),,( zyzM  до точки ),,( zyzN  вы-

числяется по формуле: 

dzzyxRdyzyxQdxzyxPA
NM

),,(),,(),,(   .      (15) 

ПРИМЕР. Найти работу силы jyxiyxF )()( 2222   

при перемещении материальной точки от точки )0,3(M  до точки  

)0,3(N  вдоль линии )0(1
49

:
22

 y
yx

L . 

Решение. По формуле (15) 

  dyyxdxyxA
NM

)()( 2222
 

Перейдём от криволинейного интеграла 2-го рода к опреде-
лённому интегралу. Выразим y  из уравнения кривой: 

29
3

2
xy  . Тогда  

22 93

2

92

2

3

2

x

xdx
dx

x

x
dy







 .  

При переходе от точки )0,3(M  к точке )0,3(N  перемен-

ная x  меняется от 3 до -3. Получим 
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Во втором интеграле сделаем замену переменной 
229 tx  ,тогда ,22 tdtxdx   при 0,3  tx  и при 

0,3  tx . Верхний и нижний пределы совпадают. Поэтому 

второй интеграл равен нулю. 

.2)1227
27

13
())12()27(

27

13
(|)4

39

13
(

3

3

3




x
x
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2.4. Циркуляция вектора 

Пусть в некоторой области G  задано непрерывное вектор-

ное поле kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   и замкнутый 

ориентированный контур L . 

Циркуляцией векторного поля a  по замкнутому контуру 

L  называется криволинейный интеграл 2-го рода от вектора a  по 

контуру L : 

 
LL

RdzQdyPdxdlaЦ ,                    (16) 

где dl  – вектор, длина которого равна дифференциалу дуги L , а 

направление совпадает с направлением касательной к L , 
определяемым ориентацией контура. 

ПРИМЕР. Найти циркуляцию векторного поля kyjzixa  22   

вдоль контура : 3cos , 4sin , 6cos 4sin 1L x t y t z t t      в 

направлении, соответствующем возрастанию параметра ].2,0[ t  

Решение. По формуле (16); 













tttdtttt

dttttdttt

ydzzdyxdxRdzQdyPdxЦ
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cos48sincos9()cos4sin6(sin4

cos4)1sin4cos6(2)sin3(cos3
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2

2
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0

2
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2.5. Ротор (вихрь) векторного поля 

Рассмотрим векторного поле 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , 

в котором функции ),,(),,,(,),,( zyxRzyxQzyxP  непрерыв-

ны и имеют непрерывные частные производные первого порядка 
по всем своим аргументам. 

Ротором вектора )(Ma  называется вектор, обозначаемый 

символом arot , который определяется равенством 

k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R
arot 





















































 . 

Можно записать это равенство в более удобной для запоми-
нания форме: 

RQP

zyx

kji

arot











 . 

Если в некоторой области G  выполнено 0arot , то поле 

называется безвихревым (или потенциальным)  

ПРИМЕР. Найти ротор поля вектора  

kyxjzyxixyza 22)(  . 

Решение. Составляем символический определитель: 

.

22 yxzyxxyz

zyx

kji

arot














  

Разложив его по элементам первой строки, получим 
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).1()2()12( 22 xzkxyxyjyxiarot   

СВОЙСТВА ВИХРЯ ВЕКТОРА: 

1. Если a  – постоянный вектор, то 0arot . 

2. arotCaCrot  )( , т.е. постоянный множитель можно 

выносить за знак ротора. 
3. Дивергенция вихревого вектора векторного поля равна 

нулю: .0)( arotdiv  

4. .)( brotarotbarot   

5. Если ),,( zyxu  – скалярная функция, то 

.)( augradarotuaurot  . 

6. .)( brotaarotbbadiv   

Связь вихря поля с циркуляцией устанавливается теоремой 
Стокса, являющейся, как и теорема Гаусса-Остроградского, основ-
ной теоремой векторного анализа. 

Построим в поле вектора  

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(   

некоторый замкнутый контур L  и «натянем» на него не- которую 

поверхность S : 

 

Рассмотрим формулу Стокса: 

z 

n  

L 

-S 

l 

O 

x 

y 

σ 
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.dydx
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dxdz
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dzRdyQdxP

SL























































 

 

Учитывая формулу Стокса 

.dsarot

RdzQdyPdxdlaЦ

S

n

LL








 

Это интегральное представление формулы Стокса. Эта 

формула показывает, что циркуляция векторного поля a  вдоль 

замкнутого контура L  равна потоку ротора этого вектора через 

поверхность S , лежащую в поле вектора a  и ограниченную кон-

туром L . 
Тогда оказывается справедливой следующая теорема. 

ТЕОРЕМА (Стокса). Циркуляция поля вектора a  по контуру 

L  равняется потоку вихря поля через поверхность S , натянутую 

на контур L : 

dsarotdlaЦ
SL

  .                            (17) 

Теорема Стокса означает, что поток вектора a  не зависит от 

вида поверхности S , проходящей через кривую L  и равен цирку-

ляции этого вектора по этой кривой. 
Поток вихря векторного поля через замкнутую поверхность ра-

вен нулю. Это означает, что поле вихря является соленоидальным. 

2.6. Потенциальное поле 

Поле вектора )(Ma  называется потенциальным, если 

существует скалярная функция )(MU , такая что 

aUgrad  .                                          (18) 
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При этом функция )(MU  называется потенциалом поля; 

её поверхности уровня называются эквипотенциальными по-
верхностями. 

Пусть векторное поле имеет вид 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  . 

Так как k
z

U
j

y

U
i

x

U
Ugrad














 , то соотношение 

(18) равносильно следующим трём скалярным равенствам: 

),,();,,();,,( zyxR
z

U
zyxQ

y

U
zyxP

x

U















. 

Следует заметить, что потенциал поля определяется с точ-
ностью до постоянного слагаемого. 

Основной особенностью потенциального векторного поля 
является то, что потенциальное векторное поле вполне опреде-
ляется одной скалярной функцией – его потенциалом, тогда как 
для задания произвольного векторного поля требуется задание 
трёх скалярных функций – проекций вектора на оси координат. 

Отсутствие вихрей является наиболее существенной харак-
теристикой потенциального поля. Всякое безвихревое поле явля-
ется потенциальным. 

Векторное поле является потенциальным, если работа поля 
вдоль любой замкнутой кривой равна нулю. 

ТЕОРЕМА (об условии потенциальности). Для того чтобы 

векторное поле ),,( zyxaa   было потенциальным, необходимо 

и достаточно, чтобы оно было безвихревым, т.е.   

0arot , 

т.е. чтобы его ротор равнялся нулю во всех точках поля. При этом 
предполагается непрерывность всех частных производных от ко-

ординат вектора a  и поверхностная односвязность области, в ко-

торой задан вектор a . 

Замечание. Векторное поле будет потенциальным, если ра-
бота поля вдоль любой замкнутой кривой равна нулю. 

ПРИМЕР. Поле любого радиус-вектора  kzjyixr   

является  потенциальным, так как 
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.

,
22

222

2222

zyxr

r
grad

xyx
gradkzjyixr










 


 

Если векторное поле является потенциальным, то криволи-
нейный интеграл в нём не зависит от пути интегрирования. 

ТЕОРЕМА. da

M

M


2

1

 в потенциальном поле )(Ma  равен 

разности значений потенциала )(MU  в конечной и начальной 

точках пути интегрирования: 

).()( 12

2

1

MUMUda

M

M

   

Если векторное поле задано координатами 

kzyzRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , 

то потенциальная функция )(MU  может быть найдена по формуле 

dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxU

M

M

),,(),,(),,(),,(

0

  .   (19) 

Интеграл (19) удобнее всего вычислять по ломаной 

0 1 2 :M M M M  

 
 

z 

),,( zyxM  

),,( 02 zyxM  

),,( 001 zyxM  

),,( 0000 zyxM  

y 

x 



 

32 

.),,(),,(),,(
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000 dzzyxRdyzyxQdxzyxP
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M







 

     (20) 

Здесь zyx ,,  – координаты текущей точки на звеньях лома-

ной, по которой ведётся интегрирование. 

ПРИМЕР. Доказать, что векторное поле 

kyz
z

x
jzeyxizyxa y )2()2()ln3( 22322   

является потенциальным и найти его потенциал. 

Решение. Сначала проверим, что поле вектора a  является 

потенциальным. Для этого вычислим ротор поля: 

.0)66()
11

()22(

))ln3()2(())ln3(

)2(())2()2((

)2()2()ln3(

22

222322

23

2322
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y
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0arot . 

Поэтому поле является потенциальным. Потенциал этого 
поля найдём с помощью формулы (20). В качестве точки 

),,( 0000 zyxM  возьмём точку )1,0,0(0M . Тогда 
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yyy
z

y
y

y

y
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y

x

eezzxeyxezzxe
y

z

dzez
z

x
dyeyxdxxzyxU

223

1

2

0

2
3

10

23

0

2

ln1|)ln(|)
2

2(0

)2()12()1ln03(),,(

1ln 223  yexzxyx . 

Тогда потенциал векторного поля a  равен 

CexzxyxzyxU y  223 ln),,( , 

где C  – произвольная  постоянная. 

Потенциал этого поля можно найти и другим способом. По 

определению потенциал ),,( zyxU  – скалярная функция, для ко-

торой )()( MaMUgrad  . Это векторное равенство равносильно 

трём скалярным уравнениям: 

2 2( , , ) 3 ln ;
U

P x y z x y z
x


  


                      (21) 

3 2( , , ) 2 ;yU
Q x y z x y e z

y


  


                      (22) 

( , , ) 2 .yU x
R x y z z e

z y


  


                         (23) 

Интегрируя равенство (21) по x , получим 

),(ln)ln3(),,( 1

2322 zyCxzyxdxzyxzyxU   ,   (24) 

где ),(1 zyC  – произвольная дифференцируемая функция от y  и 

z . Продифференцируем равенство (24) по переменной .y  

).,(2 1

3 zyCyx
y

U 





 

Сравнивая это равенство с равенством (22), получим: 

).(),(;),( 2

22

1

2

1 zCzedyzezyCzezyC yyy 
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Тогда ).(ln),,( 2

223 zCzezxyxzyxU y   

Продифференцируем полученное равенство по z : 

).(20 2 zCez
z

x

z

U y 





 

Сравнивая полученное равенство с (23), получим 

,)(,0)( 22 CzCzC 


 

где  C  – произвольная постоянная. 

Окончательно 

CexzxyxzyxU y  223 ln),,( . 

Получили тот же результат. 

3. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА 

3.1. Векторные дифференциальные  
операции первого порядка 

Основными дифференциального порядка над скалярным 

полем U  и векторным полем a  являются 

.,, arotadivUgrad  

Действия взятия градиента, дивергенции и ротора называ-
ются векторными операциями первого порядка (в них участ-
вуют только первые производные). 

Эти операции удобно записывать с помощью так называемо-
го оператора Гамильтона: 

k
z

j
y

i
x 












 . 

Этот символический вектор называют также оператором   

(«набла»). Он приобретает определённый смысл только в комби-
нации со скалярными и векторными функциями. Символическое 

«умножение» вектора   на скаляр U  или вектор a  производится 

по обычным правилам векторной алгебры, а «умножение» симво-
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лов 
zyx 










,,  на величины RQPU ,,,  понимают как взятие 

соответствующей частной производной от этих величин. 
Применяя оператор Гамильтона, получим дифференциаль-

ные операции первого порядка: 

1. U 
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.Ugradk
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2.  a 













)()( kRjQiPk
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adiv
z

R

y

Q

x
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 . 

 

3. arot

RQP

zyx

kji

a 











 . 

Оператор Гамильтона применяется для записи и других опе-
раций и для вывода различных формул в теории поля. При дей-
ствиях с ним необходимо пользоваться  правилами векторной ал-
гебры и правилами дифференцирования. 

В частности, производная о направлении может быть запи-
сана в виде 

UeeU
e

U





)( , 

где )cos;cos;cos( e . 

3.2. Векторные дифференциальные операции 
второго порядка 

После применения оператора Гамильтона к скалярному или 
векторному полю получается новое поле, к которому можно снова 
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применить этот оператор. В результате получатся дифференци-
альные операции второго порядка.  

Нетрудно убедиться, что имеется лишь пять дифферен-

циальных операций второго порядка: ,div gradU  ,rot gradU  

,grad diva  , .div rot a rot rot a  (Понятно, что операция adivdiv , 

например, не имеет смысла; div a  – скаляр и поэтому говорить о 

дивергенции скалярной величины нет смысла). 

Запишем явные выражения для дифференциальных опера-

ций второго порядка, используя оператор Гамильтона. Заметим, 

что оператор действует только на множитель, расположенный 

непосредственно за оператором. 

1.  UUUgraddiv )()(  
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z

U

y

U

x

U
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zyx 



































 . 

Правая часть этого равенства называется оператором 

Лапласа скалярной функции U  и обозначается U . Таким образом, 

 UUgraddiv
2

2

2

2

2

2

z

U

y

U

x

U














.              (25) 

Дифференциальное уравнение Лапласа  0U  играет 

важную роль в различных разделах математической физики. Ре-

шениями уравнения Лапласа являются так называемые гармони-

ческие функции. 

Замечание. К равенству (25) можно прийти, введя в рас-

смотрение скалярный оператор дельта: 

2

2

2

2

2

2

zyx 












 , 

который также называют оператором Лапласа. 

 

2. 0)()(  UUUgradrot , так как вектор-

ное произведение двух одинаковых векторов равно нулю (нуль-

вектор). Это означает, что поле градиента является безвихревым. 
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3. ( )

( ) ( } ( )
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4. 0)(  aarotdiv , так как смешанное произведе-

ние трёх векторов, из которых два совпадающие, равно нулю. Это 
означает, что поле вихря является соленоидальным. 

5. ,)()()( aadvgradaaaarotrot   

так как двойное векторное произведение обладает свойством 

baccabcba  )( . 

Здесь kRjQiPa   – векторная величина, по-

лученная в результате применения оператора Лапласа. 

4. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ОСНОВНЫХ КЛАССОВ 
ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

4.1. Соленоидальное поле 

Напомним, что векторное поле называется соленоидаль-
ным, если во всех его точках дивергенция равна нулю, т.е. 

0adiv . 

Примерами соленоидальных полей являются: поле линей-
ных скоростей вращающегося твёрдого тела; магнитное поле, со-
здаваемое прямолинейным проводником, вдоль которого течет 
электрический ток, и др. 

Приведём некоторые свойства соленоидального поля: 

1. В соленоидальном поле a  поток вектора через любую за-

мкнутую поверхность равен нулю, т.е. соленоидальное поле не 
имеет ни источников, ни стоков. 
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2. Соленоидальное поле является потоком ротора некоторо-

го векторного поля, т.е. если 0adiv , то существует такое поле 

b , что brota  . Вектор b  называется векторным потенциа-

лом поля a . 

3. В соленоидальном поле a  поток векторного поля через 

поперечное сечение векторной трубки сохраняет постоянное зна-
чение, которое называется интенсивностью трубки. 

4.2. Потенциальное поле 

Векторное поле называется потенциальным (или безвих-
ревым, или градиентным), если во всех точках поля  ротор ра-

вен нулю, т.е. 0arot . Примером потенциального поля является, 

например, электрическое поле напряжённости точечного заряда. 
Основные свойства потенциального поля: 

1. Циркуляция потенциального поля a  по любому замкнуто-

му контуру в этом поле равна нулю, так как 

dsarotdlaЦ
SL

  . 

В частности, для силового потенциального поля это означа-
ет, что работа силы по любому замкнутому контуру равна нулю. В 

поле скоростей текущей жидкости равенство 0Ц  означает, что 

в потоке нет замкнутых струек, т.е. нет водоворотов. 

2. В потенциальном поле a   криволинейный интеграл 

 
L

dzRdyQdxP  

вдоль любой кривой от точки A до точки B не зависит от  пути инте-
грирования. 

Это свойство следует из первого свойства. Действительно, 
если возьмём в поле две точки А и В и соединим их двумя кривы-
ми АСВ и АDB так, чтобы замкнутый контур АСВDА лежал 
внутри поля, то по свойству 1. 

0  dzRdyQdxPdla
ACBDAACBDAL

. 
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Учитывая свойства криволинейного интеграла, получаем: 

,0











ADC

ACBBDA

ACBACBDA

dzRdyQdxP

dzRdyQdxPdzRdyQdxP

dzRdyQdxPdzRdyQdxP

 

т.е. 

 
ADCACB

dzRdyQdxPdzRdyQdxP . 

3. Потенциальное поле является полем градиента некоторой 

скалярной функции ),,( zyxU , т.е. если 0arot , то суще-

ствует функция ),,( zyxU , такая что a gradU . Соответству-

ющие примеры мы уже рассматривали в разделе 3. 

4.3. Гармоническое поле 

Векторное поле a  называется гармоническим, или 

лапласовым, если оно одновременно является потенциальным и 

соленоидальным, т.е. если 0arot  и 0adiv . 

Примером  гармонического поля можно считать поле линей-
ных скоростей стационарного безвихревого потока жидкости при 
отсутствии в нём источников и стоков. 

Так как поле a  потенциально, то его можно записать в ви-

де /Ugrada , где ),,( zyxUU   – потенциал поля. 

Но так как поле одновременно и соленоидальное, то 

A 

C 

D 

B 
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0 Ugraddivadiv , 

или, что то же самое, 

0
2

2

2

2

2

2

















z

U

y

U

x

U
U , 

т.е. потенциальная функция U  гармонического поля a  является 

решением дифференциального уравнения Лапласа. Такая функ-
ция, как уже упоминалось, называется гармонической. 

5. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 1-го РОДА 

Рассмотрим на плоскости xOy  некоторую кривую AB , за-

данную параметрическими уравнениями: 

).();( tyyx    

Эта кривая называется гладкой на промежутке ],[  , если  

для всех точек этого промежутка  функции 

)();( tt    

являются непрерывными и не обращаются в ноль одновременно. 

Непрерывная кривая, состоящая из конечного числа гладких 
кусков, называется кусочно-гладкой. 

Пусть функция ),( yxfz   определена и ограничена на 

множестве точек, лежащих на гладкой или кусочно-гладкой кривой 

AB . Разобьём эту кривую произвольным образом на n  частей 

точками BMMMMA n  ,,,, 210  . На каждой из частичных 

дуг возьмём фиксированную точку 
iii MMM 1

   и составим сумму 

i

n

i
i

lMf 



)(

1

 , где 
i

l  – длина дуги 
ii

MM
1

. Эта сумма назы-

вается интегральной суммой для функции )(),( Mfyxfz   по 

кривой AB . Пусть   – максимальная из длин частичных дуг. 
Определение. Если существует конечный предел 

I



 0
lim , то этот предел называется криволинейным интегра-

лом 1-го рода от функции ),( yxf  по кривой AB  и обозначается 
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AB AB

dlyxfdlMfI ),()( .                         (26) 

В этом случае функция ),( yxf  называется интегрируе-

мой вдоль кривой AB , а сама эта кривая называется контуром 
интегрирования.  

 
Геометрический смысл криволинейного интеграла 1-го 

рода. Если определённый интеграл – это площадь криволинейной 
трапеции, то криволинейный интеграл 1-го рода численно равен 
площади криволинейной цилиндрической поверхности, образующая 

которой параллельна оси Oz , направляющая совпадает с кривой 

AB , а верхний контур состоит из значений функции ),( yxf  по 

контуру .AB  

 

Основные свойства криволинейного интеграла 1-го 
рода: 

1. Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от пути ин-
тегрирования: 

( , ) ( , ) .
AB BA

f x y dl f x y dl   

2.  1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
AB AB AB

f x y f x y dl f x y dl f x y dl      

3. ( , ) ( , ) .
AB AB

k f x y dl k f x y dl   

4. Если C  – некоторая точка на дуге AB , то 

 
CBACAB

dlyxfdlyxfdlyxf .),(),(),(  

 
 

z 

O 

A 

x B 
y 
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Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода. Кри-
волинейный интеграл первого рода легко сводится к определён-
ному интегралу. 

Если кривая задана параметрическими уравнениями: 

)();(: tytxAB   , 

где )(t  и )(t  – непрерывно дифференцируемые функции при 

],[ t , то 

,))((())(())(),((),(
22
dtttttfdlyxf

AB

  





        (27) 

причём значение t  соответствует точке A , а t  – точке B . 

ПРИМЕР 1. Вычислить интеграл dlyx
AB


2

, где : 2cos ;AB x t  

2sin , .
2

y t t


    









)(sincos16cos4sin4sincos8

)cos2()sin2(sin2cos4

2

222

2

2

22

2

22

dtttdttttt

dtttttdlyx
AB













 

3

2

cos 16
16( ) | .

3 3

t 



    

Если AB  – пространственная кривая, заданная уравнениями 

  ttzztyytxx );();();( , 

формула (27) приобретает вид: 

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ( )) ( ( ) ( ( )) .
AB

f x y z dl f x t y t z t x t y t z t dt
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В частности, если кривая AB  задана уравнением 

,),( bxaxyy   

где )(xy  – непрерывно дифференцируемая функция, то формула 

(27) приобретает вид: 

.))((1))(,(),(
2
dxxyxyxfdlyxf

AB

b

a

                  (28) 

ПРИМЕР 2. Вычислить криволинейный интеграл: 

.52,)2(:,
149

4 2
3

2




 xxyABdl
x

y

AB

 

Решение. ,)2(
2

3
2

1

 xy  тогда 








 dxx

x

x
dl

x

y

AB

)2(
4

9
1

149

)2(4

149

4
5

2

32

 

.5,40
2

81
)03(

2

1
|

4

)2(
2)2(2

2

149

149

)2(4

4

1894

149

)2(4

4
5

2

45

2

3

5

2

35

2

3

























x
dxx

dx
x

x

x
dx

x

x

x

 

Если кривая AB  задана уравнением в полярных координа-
тах, т.е. 

,),(:  AB   

то получаем ещё один частный случай формулы (27): 

.))(()(()sin)(,cos)((),(
22
 dfdlyxf

AB

b

a

    

ПРИМЕР 3. Вычислить криволинейный интеграл: 

.
36

,
cos

5
:,

22







 


 ABdl

yx

y

AB
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Решение 

 



 222222

2
sincos,

cos

sin5
yx  

;
cos

5
sincos

22


   

 

dl    d
22

)(  

,
cos

5

cos

)sin(cos25

cos

sin25

cos

25
24

22

4

2

2















ddd 


  

.sin
cos

5
sin 


 y  

Тогда 

 


3

6

22

3

6

22 cos

sin5

cos

5

cos

5

cos

sin5 





 












d
ddl

yx

y

AB

 

Сделаем замену переменной: 





















]
2

1
,

2

3
[]

3
,

6
[

;sin;cos



 dtdt

= 

).33(
3

10

3

)13(10
)

3

2
2(5|

5
5

2

1

2

3

2

1

2

3

2



  tt

dt
 

Криволинейные интегралы 1-го рода имеют разнообразные 
применения в математике и механике. 
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6. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 2-го РОДА 

Решение задач о вычислении работы переменной силы при 
перемещении материальной точки вдоль некоторой кривой (и дру-
гих задач) приводит к понятию криволинейного интеграла 2-го рода. 

Пусть на кривой AB , лежащей в плоскости xOy , определе-

ны две ограниченные функции ),( yxP  и ),( yxQ . Разобьем кривую 

AB  на n  частей точками: BMMMMMA
nii



,,,,,,

110
 . 

Обозначим через 
i

x  и 
i

y  проекции вектора 
ii

MM
1

 

на оси координат. 

 

11
;




iiiiii
yyyxxx .  

На каждой частичной дуге 
ii

MM
1

 возьмём произвольную 

точку 


i
M  и составим интегральные суммы для функций ),( yxP  

и ),( yxQ : 











n

i
iii

n

i
i

yMQxMP
1

2
1

1
)(;)(  .    (29) 

y 

yi-1 

yi 

Mi-1 

Mi 

xi-1 xi 

B 

A 

O 
x 



 

46 

Пусть 
ini

l
1

max , где  
i

l  – длина дуги 
ii

MM
1

. 

Определение. Если интегральные суммы (29) при 0  

имеют конечные пределы, то они называются криволинейными 

иньегралами 2-го рода по кривой AB  от функций ),( yxP  и 

),( yxQ  и обозначаются соответственно 


AB

dxyxP ),(    и   
AB

dyyxQ ),( . 

Их сумму называют общим криволинейным интегралом 
2-го рода и обозначают 

 
AB

dyyxQdxyxP ),(),( . 

Криволинейные интегралы 2-го рода, как и криволинейные 
интегралы 1-го рода, легко сводятся к определённым интегралам. 

В самом деле, пусть кривая AB  задана параметрическими 
уравнениями: 

( ), ( ),x t y t t       , где функции ( ), ( )t t   не-

прерывны на отрезке ],[   вместе со своими производными, 

причём точке A  отвечает t , а точке B  - t . Пусть функ-

ции ),( yxP  и ),( yxQ  непрерывны вдоль кривой AB . Тогда 

справедливы следующие формулы: 

 







AB

AB

dttttQdyyxQ

dttttPdxyxP













;)())(),((),(

;)())(),((),(

             (30) 

  ,)())(),(()())(),((

),(),(

dttttQtttP

dyyxQdxyxP
AB
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которые сводят криволинейные интегралы 2-го рода к определён-
ным интегралам. 

ПРИМЕР 1. Вычислить криволинейный интеграл 

,2)(
22

dyyxdxxy
L

  

где .10;
3

1
,:

32
 ttytxL  

.
9

2

3

1

9

1
|

39

)2
9

8
()

3

2
2

9

2
(

3

1
22)

9

1
(

2)(

1

0

68

57

1

0

757

1

0

23246

1

0

22















tt

dtttdtttt

dttttdtttt

dyyxdxxy
L

 

Аналогично, если кривая ABL   задана явным уравнени-

ем ),(xfy   bxa  , получим соответствующие формулы, в 

частности, 

 

( , ) ( , )

( , ( )) ( , ( )) ( ) .

AB

P x y dx Q x y dy

P x f x Q x f x f x dx





 

 




.            (31) 

ПРИМЕР 2. Вычислить криволинейный интеграл: 

dyyxydxxyx
AB

)2()2(
22

 , 

если )4,2(),1,1(;
2

BAxy  . 

По формуле (31) получаем: 
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2 2

2

2 3 3 4

1

2 3 4 5 6 2
2 3 4 5

1
1

( 2 ) (2 )

( 2 (2 ) 2 )

2 4 2
( 2 4 2 ) ( ) |

3 4 5 6

8 128 64 1 1 4 1 1219
( 8 ) ( ) .

3 5 3 3 2 5 3 30

AB

x xy dx xy y dy

x x x x x dx

x x x x
x x x x dx

   

    

        

        







 

Криволинейный интеграл 2-го рода обладает всеми свой-
ствами определённого интеграла. В отличие от криволинейного 
интеграла 1-го рода, он зависит от пути интегрирования, т.е. если 
изменить направление движения по дуге, знак интеграла сменится 
на противоположный: 


AB

dyyxQdxyxP ),(),(  
BA

dyyxQdxyxP ),(),( . 

В самом деле, если изменим направление обхода кривой, в 

интегральных суммах (29) 
i

x  и  
i

y  поменяют знак на проти-

воположный. 
Поэтому при вычислении криволинейного интеграла 2-го ро-

да необходимо учитывать направление интегрирования. 

В случае, когда L  замкнутая кривая, т.е. когда точка A  сов-

падает с точкой B , положительным  направлением считается 
такой обход контура, при котором область, ограниченная этим кон-
туром, всегда остаётся слева по отношению к точке, совершающей 
обход. Противоположное направление обхода контура принято 
называть отрицательным. 

Криволинейный интеграл по замкнутому контуру L , пробе-
гаемому в положительном направлении, обычно обозначают сим-
волом 

dyyxQdxyxP
L

),(),(  . 

ПРИМЕР 3. Вычислить криволинейный интеграл 



 

49 

dyyx
L

)(  ,  

где L  – контур прямоугольника, образованного прямыми: 
0, 0, 1, 2x y x y    . 

 

Если разобьём контур интегрирования на части, то получим: 

.)()(

)()()(









AOBA

CBOCL

dyyxdyyx

dyyxdyyxdyyx

. 

Очевидно, что первый и третий интегралы в этом равенстве 

вдоль участков ОС  и ВА  равны нулю, так как y  на этих участках 

принимает постоянное значение и 0dy . 

На участке CB: 1x , а y  меняется от 0 до 2. Тогда 

.4|)
2

()1()(
2

0

22

0

 
y

ydyydyyx
CB

 

На участке 0: xAO , а y  меняется от 2 до 0. Тогда 

.2|
2

)(
0

2

20

2

 
y

dyydyyx
AO

 

Следовательно, 

22040)(  dyyx
L

. 

y 

2 

A 

B 

O
p 

C 

1 

x 
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7. СВЯЗЬ МЕЖДУ КРИВОЛИНЕЙНЫМИ  
ИНТЕГРАЛАМИ 1-го И 2-го РОДА 

Пусть  и  – углы, образованные с осями координат 

направленной касательной к кривой АВ  в точке ),( ухМ . 

 

Тогда получим соотношения: 

dldydldx   cos;cos  .                          (32) 

Заменяя в криволинейных интегралах 2-го рода dx  и dy  

этими выражениями, преобразуем криволинейные интегралы вто-
рого рода в криволинейные интегралы 1-го рода: 

( , ) ( , ) cos ,

( , ) ( , ) cos ,

( , ) ( , ) ( ( , ) cos ( , )cos ) .

AB AB

AB AB

AB AB

P x y dx P x y dl

Q x y dy Q x y dl

P x y dx Q x y dy P x y Q x y dl





 





  

 

 

 

   (33) 

Эти формулы устанавливают связь между криволинейными 
интегралами 1-го и 2-го рода. 

Формула Грина. Формула Грина устанавливает связь между 
криволинейными и двойными интегралами. 

Пусть G – некоторая простая замкнутая область, ограничен-
ная контуром L (область называется простой, если её граница пе-
ресекается с прямыми, параллельными осям координат, не более 

чем в двух точках). Пусть функции ),( ухP  и ),( ухQ  непрерывны 

вместе со своими частными производными 
y

P




 и 

x

Q




 в данной 

области. Тогда выполняется формула: 

y 

y+dy 

B 

 

 

M 
dl 

x+dx 

y 

A 
O x x 
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LG

dyQdxPdydx
y

P

x

Q
, 

которая называется формулой Грина. 

Замечание. Формула Грина остаётся справедливой для вся-
кой замкнутой области, которую можно разбить на конечное число 
простых замкнутых областей. 

ПРИМЕР. С помощью формулы Грина вычислить криволи-
нейный интеграл: 

   dyyxdxyx
L

 322 , 

где L  – окружность 422  yx . 

В данном примере .3),(;22),( yxyxQyxухP   

Тогда 3,2 









x

Q

y

P
 непрерывны в замкнутом круге 

радиуса 2. Следовательно, можем применить формулу Грина к 
заданному криволинейному интегралу. Получаем 

      205)2(3322   
G GL

dxdydxdydyyxdxyx , 

так как G – это круг радиуса 2. 

8. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 1-го РОДА 

Пусть в точках некоторой поверхности S , гладкой или ку-
сочно-гладкой, определена ограниченная функция 

),,()( zyxfMf  . 

(Поверхность называется гладкой, если в каждой её точке суще-
ствует касательная плоскость и при переходе от точки к точке по-
ложение этой касательной плоскости меняется непрерывно. По-
верхность называется кусочно-гладкой, если она состоит из конеч-
ного числа гладких частей, которые соединены непрерывно.) 

Поверхность S  произвольным образом разобьём на n  частей 

с площадями nSSS  ,,, 21  . На каждой частичной поверхности 

выберем произвольную точку ),,( iiiiM   и составим сумму: 
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n

i

ii SMf
1

)( .                                (34) 

Эта сумма называется интегральной суммой для функции 

)(Mf  по поверхности S .  Пусть   – максимальный диаметр ча-

стичных поверхностей данной поверхности. 

Определение. Если интегральная сумма (34) при 0  

имеет предел, равный I , то этот предел называется поверхност-

ным интегралом 1-го рода от функции ),,( zyxf  по поверхности 

S  и обозначается одним из следующих символов: 

dSzyxfdSMfI
SS

  ),()( . 

В этом случае функция ),,( zyxf  называется интегрируе-

мой по поверхности S , а сама поверхность S  называется обла-
стью интегрирования. 

Данное определение, по сути, аналогично определению 
двойного интеграла. Поэтому свойства двойных интегралов и 
условия их существования без особых изменений переносятся на 
поверхностные интегралы. 

Вычисление поверхностных интегралов первого рода произ-
водится сведением к двойному интегралу. 

Пусть поверхность S  задана уравнением ),( yxzz  , где 

функция ),( yxz  вместе частными производными ),( yxzx
  и 

),( yxz y
  непрерывна в замкнутой области G  – проекции поверх-

ности  S  на плоскость Oxy , и пусть функция ),,( zyxf  непре-

рывна в точках поверхности S  и, следовательно, интегрируема по 

этой поверхности. Тогда имеет место следующая формула для 
вычисления поверхностного интеграла 1-го рода: 

      .),(),(1),(,,

),,(

22
dydxyxzyxzyxzyxf

dSzyxf

yx

G

S








    (35) 

Аналогичные формулы можно получить, если спроектиро-

вать поверхность S  в другие координатные плоскости. 

ПРИМЕР. Вычислить поверхностный интеграл 1-го рода 



 

53 

dSyx
S

  22 441 , 

где S  – часть параболоида вращения 
221 yxz  , отсечённо-

го плоскостью 0z . 

 

Проекцией поверхности S  в плоскости Oxy  является еди-

ничный круг 1: 22  yxG  с центром в начале координат. В 

этом круге функция 
221 yxz   имеет непрерывные частные 

производные:  

xyxzx 2),(  ,   yyxz y 2),(  . 

По формуле (34) получаем: 

  .441

441441

441),,(

22

2222

22

dydxyx

dydxyxyx

dSyxdSzyxf

G

G

SS













 

Так как область интегрирования представляет собой круг, 
есть смысл перейти к полярным координатам: 

10;20:;sin,cos    GGyx ; 

   

  

























2
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0

2

0

4
21

0

3

2

0
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9. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 2-го РОДА 

Пусть S  – гладкая поверхность, заданная уравнением 

),( yxfz  , а ),,( zyxR  – ограниченная функция, определённая в 

точках поверхности S . Выберем одну из двух сторон поверхности, 

т.е. одно из двух возможных направлений нормали в точках по-

верхности. Если нормали составляют острые углы с осью Oz , то 
будем говорить, что выбрана верхняя сторона поверхности 

),( yxfz  , если тупые углы, то нижняя сторона поверхности. 

Разобьём поверхность S  произвольным образом на n  ча-

стей и обозначим через iG  проекцию i -й части поверхности на 

плоскость Oxy . На каждой части поверхности выберем произ-

вольную точку  ),,( iiiiM   и составим сумму 

iii

n

i

i sR 


),,(
1

 ,                            (36) 

где is  – площадь области iG , взятая со знаком «плюс», если 

выбрана верхняя сторона поверхности, и со знаком «минус», 
если выбрана нижняя сторона.  

Сумма (36) называется интегральной суммой для функции 

),,()( zyxRMR  . Пусть   – максимальный диаметр частичных 

поверхностей.  

Определение. Если интегральная сумма (36) при 0  

имеет конечный предел, равный I , то этот предел называется 

поверхностным интегралом 2-го рода от функции ),,( zyxR  по 

выбранной стороне поверхности S  и обозначается одним из сле-

дующих символов: 

 
SS

dydxzyxRdydxMRI ),,()( . 

В этом случае функция ),,( zyxR  называется интегрируе-

мой по поверхности S . 

Аналогичным образом определяются поверхностные инте-

гралы 2-го рода по переменным y  и z  от функции ),,( zyxP  по 

переменным z  и x  от функции ),,( zyxQ , которые определены 

на поверхности S : 
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S

dzdyzyxP ),,(     и    
S

dxdzzyxQ ),,( . 

Сумму 


S

dzdyzyxP ),,( + 
S

dxdzzyxQ ),,( + 
S

dydxzyxR ),,(  

называют общим поверхностным интегралом 2-го рода и обозна-
чают 

dydxzyxRdxdzzyxQdzdyzyxP
S

),,(),,(),,(  .     (37) 

Поверхностный интеграл 2-го рода обладает такими же 
свойствами, как и поверхностный интеграл 1-го рода, но в отличие 
от последнего, меняет знак при изменении стороны поверхности. 

Как и для поверхностных интегралов 1-го рода, вычисление 
поверхностных интегралов 2-го рода производится сведением их к 
двойным интегралам. Пусть ориентированная гладкая поверхность 

S  (выбрана верхняя сторона поверхности) задана уравнением 

),( yxfz  , где ),( yxf  – функция, определённая в области         

G -проекции поверхности S  на плоскость Oxy , а ),,( zyxR  – 

функция, непрерывная на поверхности S . Тогда для перехода от 

поверхностного интеграла 2-го рода к двойному интегралу получа-
ем следующую формулу: 

 
GS

dydxyxfyxRdydxzyxR )),(,,(),,( .             (38) 

Аналогично, если 1G -проекция поверхности S  на плоскость 

Oyz  и ),(1 zyfx  , а функция ),,( zyxP  непрерывна на поверх-

ности S , то 

 

1

),),,((),,( 1

GS

dzdyzyzyfRdydxzyxP ,           (39) 

и, если 2G -проекция поверхности S  на плоскость Oxz , а 

),(2 zxfy  , и функция ),,( zyxQ  непрерывна на поверхности S , то 

 

1

)),,(,(),,( 2

GS

dxdzzzxfxQdydxzyxQ .          (40) 

Для вычисления поверхностного интеграла 2-го рода общего 
вида (37) используются те же формулы (38)-(40), если поверхность 



 

56 

S  однозначно проектируется на все три координатные плоскости. 

В более сложных случаях  поверхность S  разбивают на части, 

обладающие указанными свойствами, а интеграл (37) – на сумму 
интегралов по этим частям. 

ПРИМЕР 1. Вычислить интеграл 

  dydxzy
S

  22
, 

где S  – верхняя сторона поверхности 
21 xz  , отсечённая 

плоскостями 1,0  yy . 

 

Проекцией G  на плоскость Oxy  является прямоугольник, 

определяемый неравенствами: 1 1, 0 1x y     . По формуле (28) 
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ПРИМЕР 2. Вычислить интеграл 

 
S

dydxzdxdzydzdyx ,  

где S  – верхняя сторона части плоскости 01 zx , отсечён-

ная плоскостями 4,0  yy , лежащая в первом октанте. 
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-1 O 1 x 



 

57 

 

По определению 

.

21









GSG

S

dydxzdxdzydzdyx

dydxzdxdzydzdyx

 

Здесь 1G  и 2G -проекции поверхности S  на плоскости Oyz  

и Oxy  соответственно, а 0
S

dxdzy , так как поверхность S  

параллельна оси Oy . 

Область 1G  – это прямоугольник: 10;40  zy . 

Тогда 

.2|
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2

()1()1(

4
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21
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y

z
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GG  

Область 2G  – это прямоугольник: 10;40  xy . 

Тогда 
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Следовательно, 
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10. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПОВЕРХНОСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ 
1-го И 2-го РОДА 

Поверхностные интегралы 2-го рода можно ввести и другим 
способом, а именно как поверхностные интегралы 1-го рода, в кото-
рых под знаком интеграла стоят некоторые специальные выражения. 

Пусть  cos,cos,cos  – направляющие косинусы 

нормального вектора ориентированной поверхности S  в произ-

вольной её точке. Тогда получаем следующие формулы выраже-
ния поверхностных интегралов 2-го рода через поверхностные ин-
тегралы 1-го рода: 

 
SS

dSzyxRdydxzyxR cos),,(),,( ;                (41) 

 
SS

dSzyxQdxdzzyxQ cos),,(),,( ;                   (42) 

 
SS

dSzyxPdzdyzyxP cos),,(),,(                    (43) 

и, суммируя формулы (41)-(43), получаем: 

.)coscoscos(







S

S

dSRQP

dydxRdxdzQdzdyP


                 (44) 

Если выбрать другую сторону поверхности, то направляю-

щие косинусы нормали cos , cos , cos    поменяют знак и, сле-

довательно, сменит знак поверхностный интеграл 2-го рода. 

10.1. Формула Остроградского 

Эта формула устанавливает связь между поверхностным ин-
тегралом по замкнутой поверхности и тройным интегралом по про-
странственной области, ограниченной данной поверхностью (неко-
торый аналог формулы Грина для криволинейных интегралов). 

Пусть S  – замкнутая поверхность некоторой простой за-

мкнутой области V  трёхмерного пространства и пусть функции 

),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  непрерывны вместе со своими 

частными производными 1-го порядка в данной области. Тогда 
имеет место следующая формула, которая называется формулой 
Остроградского: 
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SV

dydxRdxdzQdzdyPdzdydx
z

R

y

Q

x

P
.   (45) 

С помощью формулы Остроградского удобно вычислять по-
верхностные интегралы по замкнутым поверхностям. 

ПРИМЕР 1. Вычислить интеграл 

 
S

dydxzdxdzydzdyx , 

где S  – внешняя сторона пирамиды, ограниченной плоскостями: 

0,0,0,1  zyxzyx . 

 

 

.1,1,1

;),,(,),,(,),,(
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Тогда, по формуле Остроградского 

 

пирамиды

1 1 1

1 1
3 3 3 .

6 2

S М
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x dy dz y dz dx z dx dy dx dy dz

dx dy dz V

     

     

 


 

ПРИМЕР 2. Вычислить интеграл 

 
S

dydxzdxdzydzdyx 333
, 

где S  – внешняя сторона сферы 9222  zyx . 
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.3,3,3

;),,(,),,(,),,(

222
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Тогда по формуле Остроградского 

    dzdydxzyxdydxzdxdzydzdyx
VS

222333 3 . 

Введём сферические координаты: 

.sin;

;cos;sinsin;sincos

22222 



ddddzdydxzyx

zyx
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3 sin | cos | 2 .
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10.2. Формула Стокса 

Формула Стокса устанавливает связь между поверхностны-
ми и криволинейными интегралами. Подобно формулам Грина и 
Остроградского, формулу Стокса применяют как в самом анализе, 
так и в его приложениях.   

Пусть S  – поверхность, заданная уравнением ),( yxzz  , 

где функции ),(),,(),,( yxzyxzyxz yx
  непрерывны в замкну-

той области G -проекции поверхности S  на плоскость Oxy ; L  – 

контур, ограничивающий поверхность S , а l  – его проекция на 

плоскость Oxy , являющаяся границей области G . Выберем верх-

нюю сторону поверхности S . Тогда при сделанных предположени-

ях справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА. Если функция ),,( zyxP  непрерывна вместе со 

своими частными производными первого порядка в точках поверх-

ности S , то справедлива следующая формула: 
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dfS
y

P

z

P
dxzyxP

SL

 
















  coscos),,( ,           (46) 

где  cos,cos  – направляющие косинусы нормали к поверхно-

сти S , а контур L  пробегается в положительном направлении. 

При аналогичных условиях выполняются и следующие фор-
мулы: 

dfS
z

Q

x

Q
dyzyxQ

SL

 
















  coscos),,( ;             (47) 

dfS
x

R

y

R
dzzyxR

SL

 
















  coscos),,( .              (48) 

Складывая равенства (46)-(48) и перегруппировав слагае-
мые, получим формулу: 

,coscoscos dS
x

R

z

P

z

Q

y

R

y

P

x

Q

dzRdyQdxP

S

L








































































  (49) 

которая называется формулой Стокса. 

Использовав формулу перехода от поверхностного интегра-
ла 1-го рода к поверхностному интегралу 2-го рода (44), получим 
формулу Стокса в другом виде: 

.
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(50) 
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