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§1. ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Теоретические вопросы 

1.Что называется функцией двух переменных? 

2.Что называется областью определения функции двух переменных? 

3.Геометрический смысл функции двух переменных. 

4.Что называется функцией трех переменных? Как можно графически истолковать ее 

область определения? 

 

Пример 1. 

Изобразите область определения функции z = yx
22

3  . 

                                                        Решение 

 Корень определен при неотрицательных значениях аргумента: 

yx
22

3  ≥0 → yx
22

 ≤ 3 . 

Областью определения данной функции служит круг с центром в начале координат и 

R= 3  

 
 

Пример 2. 

Найдите область определения функции z  = )2)(1(  xx . 

Решение 

 (x-1)(x+2)≥ 0→ {
𝑥 − 1 ≥ 0
𝑦 + 2 ≥ 0

 {
𝑥 − 1 ≤ 0
𝑦 + 2 ≤ 0

{
𝑥 ≥ 1
𝑥 ≥ −2

 { 1x

𝑥 ≤ −2
 

Проведем две прямые x=1 и y=-2. Область определения состоит из двух квадрантов  с 

общей точкой (1;-2). 
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Пример3. 

Найдите область определения функции z= arcsin 
2y

x
 

      

                                                  Решение 

 -1 ≤ 
2y

x
≤1 →{

− 22 yxy 

0y


{
 

 
2yx 

2yx 

0y

 

Областью определения являются точки между параболами. 
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Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти область определения: 

       1) z = 
yx

yx

2

3




+ y                                              4) z =

254
1

22 yx
  

       2) z = yx  + yx                                          5) z = 
22

2

1ln(

4

yx

yx




 

       3) z = 16
2
x + y

2

16                                 6) u = 
zyx

111
  

2.Придумайте пример функции двух переменных, областью определения которой 

является следующее множество: 

1) Множество всех точек плоскости XOY без точек какого-либо эллипса. 

2)  Вся плоскость XOY с одной выколотой точкой. 

3) Часть плоскости XOY ,ограниченная какой-либо параболой. 
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§2. ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 

Теоретические вопросы 

1.Определение частных и полных приращений функции двух переменных.

2.Определение частных производных функции двух переменных.

3.Какой геометрический смысл имеют частные производные функции двух

переменных? 

4.Сформулируйте правило нахождения частных производных функции нескольких

переменных. 

Пример 1.  

Найдите частные производные функции z=𝑥5−8𝑥3𝑦2+𝑦6

Решение 

 При нахождении частной производной по x будем рассматривать y= const. 

Тогда получим: 

x

z




=5𝑥4−8𝑦23𝑥2 = 5𝑥4−24𝑦2𝑥2

Аналогично, при нахождении 
y

z




, полагаем x=const. 

y

z




=−8𝑥32𝑦+6𝑦5 = −16𝑥3𝑦+6𝑦5

Пример 2 . 

u= x
yz

2

. Найти
x

u




,

y

u




,

z

u




. 

Решение 

 Функция U-функция трех переменных x,y,z. При определении частной производной по 

каждой из этих переменных , две другие следует считать постоянными величинами . 

x

u




= 𝑦 𝑧2𝑥𝑦𝑧

2−1 ;
y

u




= zx x

yz 2
)(ln

2

; 

z

u




= yzxyz
x 2)(ln

2

. 

Задачи для самостоятельного решения 

1.Найдите частные производные
x

z




, 

y

z




 функции двух переменных. 

1.) z = 3
22
 yx xy 6.) z =arctg 

y

x

2.) z =
x

y
xy  7.) z = xy sin(x+y) 

3.) z = 
yx

yx




8.) z = ye

x
cos

4.) z = )
1032

ln43( xyx  9.) z = )2(cos
2

yx 

5.) z = x
y

10.) z =ln( yx y
32

 )

2.Найдите частные производные
x

u




, 

y

u




, 

z

u




 функции трех переменных 

1.) u= zyxxyz 3
3

2.) u=
y

z
y ln x

ln
(xy)

2


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§3. ПОВЕРХНОСТИ 
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§4. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

Теоретические вопросы 

1. Когда функция z = f(x,y) называется дифференцируемой в данной точке?

2. Что называется полным приращением и полным дифференциалом функции        z = 

f(x,y) в данной точке? 

3. Как выражается полный дифференциал функции z = f(x,y) через ее частные

производные? 

4. Как применяется полный дифференциал функции для приближенного вычисления ее

значения? 

Пример 1. 

 Найдите дифференциал функции z = arcsin
x

y
. 

Решение 

Дифференциал функции dz= dx
x

z





+ dy

y

z






x

z




=

1

√1−(
𝑦

𝑥
)
2
∙ (
−𝑦

𝑥2
);   

y

z




=

1

√1−(
𝑦

𝑥
)
2
∙
1

𝑥

2222 yx

dy

yxx

ydx
z







Пример 2. 

 Вычислите приближенно arctg
97,3

02,4
. 

Решение 

Воспользуемся формулой: 

z(𝑥0+ y
y

z
x

x

z
yxzyyx o 









 )(), 00

и рассмотрим функцию z = arctg
y

x
.  

Надо вычислить значение функции в точке (4,02;3,97), т.е. 

03,0;4

02,0;4

0

0





y

x

y
x

z(4, 4) = arctg 4/4 = arctg 1= П/4. 

Найдем частные производные в точке (4,4). 

22

2

2

1

1

yx

y

y

x

y

x

z










 |

(4,4)

= 125,0
8

1

32

4

44

4
22




 

22

2

2

2

1
xy

x

y

x

y

x

y

z












|

(4,4)

=
32

4
 = -0,125 

По формуле получим: 

Arctg
97,3

02,4
)03,0(125,002,0125,0

4
)4,4()4,4()4,4( 












y

y

z
x

x

z
z = 

=0,785+0,0025+0,00375=0,791250,791 
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Задачи для самостоятельного решения 

1. Найдите дифференциал функции:

а) z =√𝑥2−𝑦2 в.) z =𝑥2+𝑥𝑦 + 𝑦2

б) z =𝑥𝑦 г.) u = 𝑥𝑦𝑧

2. Вычислите приближенно:

а.)1,083,95 в.)(1,03)3 ∙ (0,98)2

б.)√(4,02)2 + (2,99)2   г.) 
02,1

98.0 3
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§ 5. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Теоретические вопросы 

1. Как определяются частные производные высших порядков для функции

нескольких переменных? 

2. При каком условии смешанные частные производные  высших порядков

функции нескольких переменных равны между собой? 

 Пример 1. 

Найдите частные производные второго порядка функции: 

Z =𝑥3+2𝑥2𝑦3+6𝑥4 + 7𝑦 + 100. Проверьте, что
zy

z

yx

z








 22

. 

Решение 

Найдем частные производные первого порядка: 

x

z




 =3 x²+4xy³+24x³;        

y

z




=6 x²y²+7. 

Дифференцируя каждую из полученных производных по x и y , получим вторые 

частные производные: 

 =6x+4y³+72x²;         
yx

z



2

=12xy² 

=12x²y;
xy

z



2

=12xy² 

Сравниваем значения для смешанных производных, заключаем, что
yx

z



2

=
xy

z



2

. 

Пример 2. 

Покажите, что функция  Z=sin (x+3y) удовлетворяет уравнению  

9
2

2

2

2

y

z

x

z









=0. 

Решение 

Найдем частные производные второго порядка, содержащиеся в этом уравнении: 

x

z




=сos(x+3y);

y

z




= сos (x+3y)·3 

=-sin (x+3y); = - sin (x+3y) ·9 

Подставим это в данное уравнение: 

 9(- sin (x+3y)) +9 sin (x+3y) =0, 0=0

 Тождество доказано. 

Задачи для самостоятельного решения 

Покажите, что функция удовлетворяет указанному уравнению. 

1. Z= 6x + 
6y +

66 yx ;       
xy

z

yx

z








 22

2. Z= x cos y; + =0 

3. Z= y tgx;
xy

z



2

- 
x

z




·

y

z




=0 

4. Z = xy ; x² 
2

2

x

z




- y² 

2

2

y

z




=0 
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§ 6. СЛОЖНЫЕ ФУНКЦИИ 

Теоретические вопросы 

1. Записать формулу дифференцирования сложной функции 

 Z = f(x,y), где x= x(), y = y(t). 

2. Записать формулу дифференцирования сложной функции 

Z = f(x,y), где y=φ(x). 

3. Записать формулу дифференцирования сложной функции 

Z = f(x,y), где x=x(u,v),  y=y(u,v). 

   Примеры. Найдите частные производные сложной функции: 

1) Z=x³𝑒𝑦, где x= u²-v², y= uv

Решение 

Изобразим схему зависимости. 

    Z-функция двух переменных U и V 

u

z




= 

x

z




· 

u

x




+ 

y

z




· 

u

y




= 3x²𝑒𝑦·2u+ x³𝑒𝑦v= 6(u²-v²)𝑒𝑢𝑣·u+ (u²-v²)³𝑒𝑢𝑣·v

v

z




= 

v

x

x

z









+ 




y

z

v

y




= 3x²(-2v)+ x³𝑒𝑦·u= -6(u²-v²)𝑒𝑢𝑣·v+(u²-v²)³𝑒𝑢𝑣·u.

2) u= ctg (x²+4y-z),  где y= x  ,  z=
x

1
. 

  U- функция одной переменной. 
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x

u

dx

du




 + 

x

y

y

u









+

x

z

z

u









= - 

)4(sin

21
22 zyx

x




- 

xzyx 2

1

)4(sin

41
22





-






)4(sin

)1(1
22 zyx

= - )
1

2

1
1()

1
(

4(sin

1
2222 xxxxxx




. 

Задачи для самостоятельного решения 

Продифференцировать сложную функцию. 

1. Z=
53 yx  , где  X=t sint,  y=t cost

2. Z= ln(x-y²), где y= x·𝑒𝑥

3. Z= cos
y

x
, где x=u²+v², y=uv. 
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§ 7. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ 

Теоретические вопросы 

1. Как найти производные
x

z




 и 

y

z




 неявной функции F(X,Y,Z)=0? 

2. Дать определение и сформулировать теорему существования неявной функции

одной, двух переменных. 

2)Как найти производную
x

y




 неявной функции F(X,Y)=0? 

Пример. 

Найти частные производные функции, заданной неявно 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 = 4𝑥𝑦𝑧
Решение 

F(x,y,z)= 𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4 − 4𝑥𝑦𝑧 ,поэтому 𝐹′X(x,𝑦, 𝑧)=4x3-4yz;

 𝐹′y(x,y,z)=4y3-4xz; 𝐹′z=4z3-4xy 

По формулам 
x

z




=− 

𝐹`x(x,𝑦,𝑧)

𝐹`z(x,y,z)
 ; 

y

z




=− 

𝐹`y(x,𝑦,𝑧)

𝐹`z(x,y,z)

имеем: 
x

z




=−

4x3 −4yz

4z3 −4xy
=
𝑦𝑧−𝑥3

𝑥𝑦−𝑧3
; 

y

z




= − 

4y3 −4xz

4z3 −4xy
=
𝑥𝑧−𝑦3

𝑥𝑦−𝑧3
. 

Замечание: Если переменная y есть неявная функция одной переменной x, 

заданной уравнением F(x,y)=0 , то  
dx

dy
=- 
𝐹`x(x,𝑦)

𝐹`y(x,y)
 . 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Функция y=f(x) задано неявно уравнением F(x,y)=0. Найти производную 
𝑑𝑧

d𝑥
и 
d𝑦

d𝑥
. 

a) sin(x-3y)=xy b) x2lnY- y2lnX+5=0

2. функция Z=f(x,y) задано неявно уравнением F(x,y,z)=0 .Найти частные производные

x

z




и 

y

z




.

a) 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 = 0 b) 𝑥𝑒𝑦 + 𝑦𝑒𝑧 + 𝑧𝑒𝑥 = 0
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§ 8. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 

Теоретические вопросы 

1. Какая плоскость называется касательной плоскостью к поверхности z=f(x,y) в 

данной точке? 

2. Что такое нормаль к поверхности в данной точке? 

3. Напишите уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

Z=f(x,y) в точке A (X0,Y0). 

4. Напишите уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

F(x,y,z)=0 в точке А (X0,Y0,Z0). 

Пример 1. 

Cоставьте уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности  Z=
𝑋2

2
 +y2 в точке 

А(2,-1). 

Решение 

Уравнение поверхности задано явно z=f(x,y).Тогда уравнение касательной плоскости: 

z=z0+ 𝑓 ′X (x0,y0) (x-x0) + 𝑓 ′y (x0,y0) (y-y0). 

Уравнение нормали: 
x−x0

 f ′x (x0,y0)
 = 

y−y0

 f ′x (x0,y0)
=
z−z0

−1
. 

Z0= 𝑓 (x0,y0) = 𝑓(2,-1)= 
22

2
 + (-1)2=3. 

𝑓 ′X (x,y) = x ;        𝑓 ′X (2,-1) = 2; 

𝑓 ′y (x,y) = 2y ; 𝑓 ′y  (2,-1) = -2. 

Тогда касательная плоскость: 

Z=3+2(x-2)-2(y+1),        Z=3+2x-4-2y-2,  2x-2y-z-3=0. 

Нормаль: 
𝑥−2

2
=
𝑦+1

−2
=
𝑧−3

−1
. 

Пример 2. 

Составьте уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
𝑋2

16
+
𝑌2

9
−
𝑍2

8
= 0 

в точке (4,3,4). 

Решение 

Поверхность задана неявно F(X,Y,Z)=0. Применим формулы: 

касательная плоскость  – 

𝐹′x(x0 ,y0 , z0)(x- x0)+ 𝐹′y(x0 ,y0 , z0)(y - y0)+ 𝐹′z(x0 ,y0 , z0)(z - z0)=0, 

нормаль- 
𝑥−𝑥0

𝐹𝑋
′ (𝑋0,𝑌0,𝑍0)

 = 
𝑌−𝑌0

𝐹𝑌
′(𝑋0,𝑌0,𝑍0)

 = 
𝑍−𝑍0

𝐹𝑍
′(𝑋0,𝑌0,𝑍0)

. 

В задаче F(x,y,z)= 
𝑋2

16
+
𝑌2

9
−
𝑍2

8
 . Тогда 

𝐹′x=
𝑥

8
 ; 𝐹′x (4,3,4) = 

4

8
= 
1

2
; 

𝐹′y=
2𝑦

9
; 𝐹′y(4,3,4) = 

2∗3

9
= 
2

3
; 

𝐹′z= -
𝑧

4
;                𝐹′z(4,3,4) = - 

4

4
 = -1. 

Касательная плоскость: 
1

2
(𝑥 − 4) +

2

3
 (𝑦 − 3) − 1(𝑧 − 4) = 0   , 

3 (𝑥 − 4) + 4 (𝑦 − 3) − 6(𝑧 − 4) = 0 ,  

3x + 4y - 6z = 0. 

Нормаль : 
𝑥−4
1

2

= 
𝑦−3
2

3

= 
𝑧−4

−1
или 

𝑥−4

3
= 
𝑦−3

4
= 
𝑧−4

−6
. 
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Задачи для самостоятельного решения 

Составить уравнения касательных плоскостей и нормалей к заданным поверхностям в 

указанных точках. 

1. z=x2-y2, M(2,1,3); 

2. x3+y3+z3+xyz=6, M(1,2,-1); 

3. x2+y2+z2=2Rz,   М(Rcos𝛼, Rsin𝛼,R); 

4. z=xy, М(1,1,1). 
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§ 9. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ 

Теоретические вопросы 

1. Какие точки называются точками экстремума функции z = f(x,y)?

2. Какие точки называются стационарными точками функции z = f(x,y)?

3. Сформулируйте необходимые условия экстремума для функции двух переменных.

4. Сформулируйте достаточные условия экстремума функции двух переменных.

Пример.  

Найдите экстремум функции Z=x2+8y3-6xy+1 

Решение 

1) Находим стационарные точки , в которых выполняется необходимое условие

экстремума: 

{
 
 

 
 

x

z




= 0

y

z




= 0

 {
3𝑥2 − 6𝑦 = 0

24𝑦2 − 6𝑦 = 0
 {
𝑥2 = 2𝑦

4𝑦2 = 𝑥 
 {
16𝑦4 = 2𝑦

4𝑦2 = 𝑥

[
 
 
 
  {
𝑦1 = 0

4𝑦2 = 𝑥

 {
𝑦2 =

1

2

4𝑦2 = 𝑥 [
 
 
 
 {
𝑥1 = 0
𝑦1 = 0

{
𝑥2 = 1

𝑦2 =
1

2

     p1(0;0)  p2(1;
1

2
)  искомые стационарные точки. 

2) Проверим выполнение достаточных условий экстремума. Для этого существует

теорема: 

       если в стационарной точке p0(x0,y0) и некоторой её окрестности функция z = f(x,y) 

имеет непрерывные частные производные второго порядка: 

A=
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
(𝑥0 ,𝑦0),  B=

∂2𝑧

𝜕𝑦2
(𝑥0 ,𝑦0),  С=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0 ,𝑦0)   и если  ∆= 𝐴𝐵 − 𝐶2,то

а) ∆> 0,то в точке P0 функция имеет экстремум , причем при А<0 -максимум, при А>0  

- минимум. 

б) Если ∆< 0 , то в P0 нет экстремума. 

в) Если ∆= 0 , то вопрос об экстремуме открыт. 

B точке P1 (0;0): A=0, B=0, C=-6 

∆= AB-C2=0-(-6)2 = -36 < 0 –нет экстремума. 

В точке Р2(1;
1

2
): A=6, B=24, C=-6 

∆= 6 ∙ 24 − (−6)2 > 0 – есть экстремум, A>0 –минимум.

Z (1;
1

2
) =1+8*

1

8
-6*

1

2
+1 =0 – минимум. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти экстремум функции двух переменных: 

1. z= x2+3y2+6y 

2. z= x3+8y3-6xy+5 

3. z= 3-3x2-y2-xy+5x-y 
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§10. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 

Теоретические вопросы 

1. Правило нахождения наибольшего и наименьшего значений функции z=f(x,y) в 

замкнутой ограниченной области. 

Пример.  

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

Z=2x3-6xy+3y2 в замкнутой области, ограниченной осью oy, прямой y=2 и параболой 

𝑦 =
1

2
𝑥2 при x≥0.

Решение 

 Наибольшее  М и наименьшее m значения ищут среди стационарных точек и на 

границе области Д. 

1) Стационарные точки:

{

∂z

∂x
= 6x2 − 6y = 0

∂z

∂y
= −6x + 6y = 0

 {
x2 − y = 0
x − y = 0

 {
x2 − x = 0
x − y = 0

{
x1 = 0
y1 = 0

 {
x2 = 1
y2 = 1

 Итак, O(0,0); M(1,1) ∈ Д.

2) Отрезок ОА: x = 0=> z=3y2(0≤ 𝑦 ≤2) – парабола. Наибольшее и  наименьшее

значения она принимает на концах отрезка OA: 

O(0,0), A(0,2). 

3) Отрезок АВ: y= 2=> z=2x3- 12x+ 12 (0≤ 𝑥 ≤2)

Z’=6x2-12=6(x2-2) =6(x-√2) (x+√2) = 0. 

Внутри отрезка одна критическая точка Q(0, √2). 

M и m на АВ могут быть среди точек A, B, Q. 

4) На дуге OB: y=
1

2
𝑥2 => 𝑧 = 2𝑥3 − 6𝑥 ∙

1

2
𝑥2 + 3(

1

2
𝑥2)2 =

3

4
𝑥4 − 𝑥3
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(0≤ 𝑥 ≤2).    Z`=3x3-3x2=3x2(x-1) =0. 

P(1,
1

2
)-критическая точка

М и m на дуге ОВ находятся среди точек O,P,B. 

5) Следовательно , М и m находятся среди точек О, A, B, Q, P, M. Сравним

значения функции в этих точках. 

Z(O)=Z(0;0)=0 ,         Z(Q)=Z(√2; 2)=12-8√2, 

Z(A)=Z(0;2)=12, Z(P)=Z(1;
1

2
)=-

1

4
,

Z(B)=Z(2;2)=4,    Z(M)=Z(1;1)= -1. 

     Итак, M=Z(0,2)=12;    m =Z(1;1)=-1        

Задачи для самостоятельного решения 

 Найдите наибольшее и наименьшее значения функции z=f(x,y) в замкнутой 

ограниченной области Д. 

1. z=y3-3xy+3x 3. z=x2y-xy2+12y

Д:{
𝑥 ≥ −1
𝑦 ≥ 0

𝑥 + 𝑦 ≤ 3
Д:{
𝑦 ≥ −5
𝑦 ≤ 𝑥
𝑦 ≤ −𝑥

2. z=2x2+y2-8x 4. Z=x3+y3-3xy

Д:{
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 25
𝑦 ≥ −𝑥

Д:{
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
−1 ≤ 𝑦 ≤ 2

. 
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§11. СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ 

Теоретические вопросы 

1. Дать определение скалярного поля.

2. Приведите примеры плоских и пространственных скалярных полей.

3. Что называется линией уровня?

4. Что называется поверхностью уровня?

5. Что называется производной функции u=u(x,y,z)?

по направлению вектора = (𝑎, 𝑏, 𝑐)?𝑙
→  

6. Что называется градиентом скалярного поля u=u(x,y,z) в данной точке?

7. Как выражается производная по направлению через градиент и единичный вектор?

8. Сформулируйте известные вам свойства градиента.

Пример 1. 

Изобразите линии уровня для поверхности 𝑍 = √𝑋2+𝑌2. 
Решение 

Равенство √𝑋2+𝑌2=С представляет собой уравнение линии уровня поля, т.е линия 

уровня- это линия на плоскостиOXY , в точках которой функция 𝑍 = √𝑋2+𝑌2 сохраняет 

постоянное значение. 

С=1 → √𝑋2+𝑌2=1 →X2+Y2=1- окружность радиуса 1 

С=2 → √𝑋2+𝑌2=2 →X2+Y2=4- окружность радиуса 2 

С=3 → √𝑋2+𝑌2=3 →X2+Y2=9- окружность радиуса 3 

Пример 2. 

Найдите производную скалярного поля 𝑈 = 𝑥√𝑦 + 𝑦√𝑧 в точке M0(2,4,4) по 

направлению к точке M1(6,-4,8). 

Решение 

 Запишем формулу для вычисления производной по направлению: 
𝜕𝑢

𝜕𝑒
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠𝛼 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠𝛽 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑐𝑜𝑠𝛾. 

Находим вектор 
𝑀0𝑀1
→   ,и его направляющие косинусы: 

M0M1
→   = (6 − 2,−4 − 4,8 − 4) = (4,−8,4), 

cosα =
4

√42+82 + 42
=

4

√96
=
1

√6
; cosβ =

8

√96
=
−2

√6
; cosγ =

1

√6
∂u

∂x
= √y|M0 = √4 = 2;

du

dy
=

x

2√y
+ √z |M0 =

2

2√4
+ √4 =

5

2
; 

∂u

∂z
=

y

2√z
|M0 =

4

2√4
= 1. 

∂u

∂e
= 2 ∙

1

√6
+
5

2
(−

2

√6
) + 1 ∙

1

√6
= −

2

√6
= −

√6

3
.

Поскольку 
∂𝑢

𝜕𝑒
< 0, то заданная функция в данном направлении убывает. 
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Пример 3. 

Найдите угол между градиентами функции U=arctg 
𝑥

𝑦
 в точках M1(1,1) и         M2(-1,-1). 

Решение 

Градиентом скалярного поля в данной точке M называется вектор, обозначаемый 

символом grad U и определяемый равенством 

gradU=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 𝑘
−

𝑗
−

𝑖
− . 

В данном случае поле U плоское, поэтому grad U содержит две координаты 
𝜕𝑢

∂x
=

1

1 + (
x
y)
2
∙
1

y
; 
∂u

∂y
=

1

1 + (
x
y)
2
(−

x

y2
) 

В точке M1(1,1):          
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
1

2
;  
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

2
; 

gradU(M1)= 
1

2
− 

1

2
 𝑗
−

𝑖
− . 

 В точке M2(-1,-1): 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

1

2
;  
𝑑𝑢

𝑑𝑦
=
1

2
; 

    gradU(M2)=-  
1

2
+ 

1

2
 𝑗
−

𝑖
− . 

Угол между градиентами: 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
 gradU(𝑀1)∙ gradU(M2)

|gradU(𝑀1)|∙|gradU(𝑀2)|
=

1

2
(−
1

2
)−
1

2
∙
1

2

√
1

4
+
1

4
∙√
1

4
+
1

4

= -1  =>  𝛼 = 𝜋. 

Пример 4. 

Найдите направление наибольшего изменения скалярного поля 

U=xy=yz=xzв точке М0(1,1,1). Вычислите величину этого наибольшего изменения в 

указанной точке. 

Решение 

Известно, что направление наибольшего изменения скалярного поля указывается 

вектором gradU(M0). 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=y+z|𝑀0 = 2 ;

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=x+z|𝑀0 = 2;

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=y+x|𝑀0 = 2 ;           gradU(M0)=2  + 2  𝑗

−
𝑖
− +2  𝑘

− .

Этот вектор определяет наибольшее возрастание поля в точке M0(1,1,1).Величина 

наибольшего изменения поля в этой точке равна: 

|gradU| = √(
∂u

∂x
)2 + (

∂u

dy
)2 + (

∂u

∂z
)2 .            𝑚𝑎𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑒
. 

𝑚𝑎𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑒
= √22 + 22 + 22 = 2√3. 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Изобразите линии уровня для поверхности z=xy. 

2. Найдите производную скалярного поля u=x2+y2+z2 в точке М (1,1,1) по 

направлению вектора 𝑙 = 𝑖 − 𝑗 + 𝑘. 

3. Найдите угол между градиентами скалярных полей U=x2+9y2+6z2  и 

V=
1

𝑥𝑦𝑧
в точке M(1,

1

2
,
1

√6
).
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ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

Условия к задачам 

1. Изобразить область определения.

2. Найти частные производные первого порядка.

3. Изобразить тело ограниченное поверхностями.

4. Вычислить приближенно с помощью полного дифференциала.

5. Показать, что данная функция удовлетворяет указанному уравнению.

6. Продифференцировать сложную функцию.

7. Найти частные производные функции, заданной неявно.

8. Составить уравнения касательных плоскостей и нормалей к заданным поверхностям

в указанных точках. 

9. Найти экстремум функции двух переменных.

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции Z=Z(X,Y)      в замкнутой 

ограниченной области Д. 

11. а) Изобразить линии уровня скалярного поля;

б) найти производную скалярного поля U(X,Y,Z) в точке M0 по направлению

вектора   𝐿
− и градиент поля в точке M0. 
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Вариант 1 

1. z=
x+y

√(𝑥2+𝑦2− 4)

2. z=x3ln
𝑥

𝑦

3. z=𝑥2 + 𝑦2, z=25 

4. z=
0,992

√1,03
3

5. u= 𝑒−3𝑡 sin 𝑥,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=3
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

6. z=𝑒𝑥
2+𝑦, где x=sin 𝑡 ,  y=cos 𝑡

7. x2+ y2+ z2−2x−4y−6z=0

8. z= 𝑥2 − 𝑦2,      A(2,1)

9. z=(x−2)2+(y+5)2−xy+5

10 z=𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 4x

D: x=0; y=0; 2x+3y−12=0 

11. a) z= (x+2)2+(y−1)2

б) u=𝑒𝑥𝑦−2𝑧 ,  M0(-1,2,-1)

ē=ī +2 j̄ +2k̄ 
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Вариант 2 

1. 𝑧 = 𝑦√1−𝑥2−𝑦2 

2. 𝑈 = 𝑥2 + 𝑥𝑦3 + 𝑥2𝑦𝑧4 

3. 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

Z=0; z=2 

x≥0; y≥0 

4. √1,023 + 1,973 

5. 𝑧 = ln√𝑥2+𝑦2,       
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
=0 

6. Z=x𝑒𝑦, где x=uv, y=u+v 

7. sin(𝑥𝑦) + sin(𝑦𝑧) + sin(𝑥𝑧) = 0 

8. Z=xy, А (1,1) 

9. Z=𝑥2+𝑦2 - xy + 9x – 3y 

10.  Z = xy (4 – x – y) 

Д: x=0; y=0; x+y=8 

11.  а) Z = 𝑦2 - 2x 

б) U = 𝑒𝑥𝑦+2𝑧 ,    𝑀0 (-1,2, 1) 

    ē = ī – 2𝑗 + 2𝑘 
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Вариант 3 

1. 𝑧 = 𝑦√4−𝑥2−𝑦2 

2. Z = x t𝑔(𝑥𝑦) 

3. x + y = 1 

z = 0, z = 2 

x = 0, y = 0 

4. 1,023,05 

5. 𝑧 =  cos(3𝑥 + 4𝑦),        
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

6. 𝑧 =  
𝑥2−𝑦

𝑥2+𝑦2
, где y = 6z-7. 

7. 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

8. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1,     A (0, 0,1) 

9. 𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 5𝑥 + 𝑦 + 3 

10.  Z=10+2xy-𝑥2 

Д {
𝑦 ≥ 0

𝑦 ≤ 4 − 𝑥2
 

11. а) Z = y - 
1

2
𝑥2 

б) U = 𝑒𝑥𝑦−2𝑧     𝑀0 (-1,2, 1) 

    ē = ī – 2𝑗 - 2𝑘 
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Вариант 4 

 

1. Z = 
3𝑥−𝑦

𝑥+2𝑦
+√𝑦 

2. U = √𝑥2+𝑦2+𝑧2 

3. 
𝑥2

9
 + 
𝑦2

4
 = 1  

𝑧 = 0, 𝑧 = 3 

4. (0,95)2(1,92)3 

5. 𝑧 =
𝑥

√𝑦
3 ,      

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

6. 𝑧 = 𝑥2𝑒𝑦, где x = 𝑢2-v, y = u - 4v 

7. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 + 6𝑧 = 0 

8. 
𝑥2

4
 + 
𝑦2

9
 - 
𝑧2

25
 = 1,  A (2, 3, 5) 

9. 𝑧 = (𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 1)2 − 4𝑥𝑦 

10.  Z = xy + x + y 

Д: x=1, x=2, y=2, y=3 

11.  а) Z = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 

б) U = 𝑒𝑥𝑦+2𝑧     𝑀0 (-1,2, 1) 

    ē = ī + 2𝑗 - 2𝑘 
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Вариант 5 

 

1. z = √(𝑥 + 2)(𝑦 − 3) 

2. z = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑥 

3. 
𝑥2

4
 + 
𝑦2

9
 = 1 

𝑧 = 0; 𝑧 = 2 

4. 1,002*2,0032 

5. z = √2𝑥 + 3𝑦       
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

6. z = 𝑥3𝑦 − 2𝑥 − 𝑦, где 𝑦 =  sin 𝑥 

7. xln 𝑦 + yln 𝑧 + zln 𝑥 = 1 

8. z = sin(𝑥𝑦), A (1, π) 

9. z = 𝑥2 + 𝑦2 −  𝑥𝑦 − 9𝑥 − 6𝑦 + 20 

10.  z = 𝑥2 +  3𝑦2 +  𝑥 + 𝑦 

Д: x = 1, x + y = 1,  y = 1 

11.  а) Z = 9 − 𝑥2 − 𝑦2 

б) U = 𝑥2 - 3yz + 5,    𝑀0 (1,2,-1) 

ē = (1, 2, 2) 
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Вариант 6 

 

1. z = √𝑥𝑦 

2. z = 𝑒𝑥𝑦+𝑦2 

3. x + y + z = 4, 

x = 2, y = 2, 

x = 0, y = 0, z = 0 

4. 0,971,03 

5. 𝑧 =  𝑥2 ln 𝑦,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  𝑥2𝑦3, где x = 𝑡2-1, y = 𝑡2+1 

7. 
𝑥2

9
 + 
𝑦2

4
 - 
𝑧2

25
 = 1 

8. 𝑧 =  
𝑥2

2
− 𝑦2;    𝐴 (2, −1) 

9. z = 𝑥2 + 𝑦2 −  𝑥𝑦 − 3𝑥 − 6𝑦 + 10 

10.  z = 2𝑥𝑦 − 2𝑥 − 4𝑦 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 3
0 ≤ 𝑦 ≤ 2

 

11. а) Z = 
1

√𝑥2+𝑦2
 

б) U = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2     𝑀0 (1,2, 1) 

𝑙 = (2, 4, 4) 
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Вариант 7 

 

1. z = √𝑥 + 1 + √4 − 𝑦 

2. z = 𝑥𝑒−𝑥𝑦 

3. 
𝑥

3
+
𝑦

2
+
𝑧

4
= 1, 

x = 0, y = 0, z = 0 

4. 1,042,02 

5. 𝑧 =  𝑥3𝑦5 + 𝑥𝑦;     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  𝑥 ln 𝑦, где x = 𝑢 + 𝑣, y = 
𝑢

𝑣
 

7. 
𝑥2

4
 + 
𝑦2

9
 + 
𝑧2

16
 = 1 

8. 4𝑥2 + 4𝑦2 + 𝑧2 = 21;    𝐴 (1,2,1) 

9. z = −3𝑥2 − 𝑦2 −  𝑥𝑦 + 5𝑥 − 𝑦 + 3 

10.  z = 𝑥2 − 2𝑦2 + 4𝑥𝑦 − 6𝑥 − 1 

Д: x = 0,  y = 0, x+y=3 

11. а) Z = 
1

√𝑥2+𝑦2
 

б) U = 𝑥2𝑦 𝑧3     𝑀0 (3,2,1) 

𝑙 = (4,2,4) 
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Вариант 8 

 

1. z = √𝑥 + √𝑦 

2. z = 𝑦𝑒−𝑥𝑦 

3. x + y + z = 1, 

x = 0, y = 0, z = 0 

4. √1,024 + 1,983 

5. 𝑧 =  𝑥3 + 𝑦3 + 3𝑥𝑦,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  𝑥2𝑦3, где x = 𝑡3-1, y = 𝑡4 

7. 𝑥2 + 5𝑦2 + 4𝑧2 − 𝑦 − 2𝑥𝑧 = 0 

8. 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 6;    𝐴 (1,1,1) 

9. z = −𝑥2 − 𝑦2 +  𝑥𝑦 − 3(𝑥 − 𝑦) + 5 

10.  z = 𝑥2 +2𝑥𝑦 − 4𝑥 + 8𝑦 

Д: x = 0,  y = 0, x+y=-3 

11. а) Z = 
2

𝑥2+𝑦2
 

б) U = x + 𝑦2 + 𝑧2     𝑀0 (1,1, 1) 

𝑙 = (2, 1, 2) 
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Вариант 9 

 

1. z = ln(𝑥 − 𝑦2) 

2. z = 𝑥4 cos 𝑦 

3. 
𝑥

2
+
𝑦

4
+
𝑧

3
= 1, 

x = 0, y = 0, z = 0 

4. √4,052 + 2,932 

5. 𝑧 =  𝑥4𝑦 + 𝑥𝑦4,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑦

𝑥
, где y = √1 − 𝑥 

7. 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 + 𝑥𝑦 − 𝑧 − 9 = 0 

8. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 − 13;    𝐴 (2,1,2) 

9. z = 𝑥2 − 4𝑦2 − 6𝑥𝑦 − 2𝑥 + 2𝑦 + 1 

10.  z = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 

Д: x = 0,  y = 0, x+y=-3 

11. а) Z = -𝑥2 + 𝑦 

б) z = xy + yz + zk     𝑀0 (1,2, 3) 

𝑙 = (1, -2, 2) 
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Вариант 10 

 

1. z = ln(𝑦 − 𝑥2) 

2. z = 
1

√𝑥2+𝑦2
 

3. x= 𝑦2 

x = 4, z = 0, z = 2 

4. 1,942 ∗ 𝑒0,12 

5. 𝑧 =  sin 𝑥 ∗ cos 𝑦,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  
𝑥4

𝑦2
, где x=u-v; y=𝑢2+v 

7. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑒−𝑥𝑦𝑧 

8. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 6𝑦 − 8𝑧 − 1 = 0,   𝐴 (1,2,2) 

9. z = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦 

10.  z = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 3
0 ≤ 𝑦 ≤ 4

  

11. а) Z = -𝑥2 − 𝑦 

б) u = √𝑥2+𝑦2 + 𝑧2,          𝑀0 (0,0, 1) 

𝑙 = (12, -3, 4) 
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Вариант 11 

 

1. z = ln(1 − 𝑥2 − 𝑦2) 

2. z = 
𝑥

𝑦
 + 
𝑦

𝑥
 

3. x= 𝑦2 

x = 1, z = 0, z = 1 

4. 0,972,02 

5. 𝑈 = 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑥,     
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. 𝑧 =  𝑒𝑥
2−2𝑦2, где x = cost; y = sint 

7. 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧 3 + 𝑥𝑦𝑧 = 3 

8. 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 12;    𝐴 (1,2,1) 

9. z = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 3𝑥 − 6𝑦 

10.  z = 
1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦 

Д: y=
1

3
𝑥2, y=3 

11. а) Z = 𝑥2 + 𝑦 

б) u = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 2𝑥,          𝑀0 (1,2,3) 

𝑒 = (4,-3,12) 
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Вариант 12 

 

1. z = √𝑦 − 𝑥2 

2. z = 𝑒𝑥 cos 𝑦 

3. y= 𝑥2 

y = 2, z = 0, z = 2 

4. √1,013 + 1,983 

5. 𝑈 = 𝑒−5𝑡 sin 𝑥 ;     
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 = 5

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

6. 𝑧 =  𝑥𝑦, где x = sint; y = cost 

7. xcos 𝑦 + 𝑦 cos 𝑧 + 𝑧 cos 𝑥 = 1 

8. 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 − 2𝑥 = 0;    𝐴 (1,1,0) 

9. z = 2𝑥𝑦 − 2𝑥 − 4𝑦 + 10 

10.  z = 𝑥𝑦 - 2x - y 

Д: x=0, x=3, y=0, y=4 

11. а) Z = 𝑥 + 3𝑦 

б) u = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2,         𝑀0 (1,2,1) 

𝑒 = (2,4,-4) 
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Вариант 13 

 

1. z = √𝑥 − 𝑦2 

2. z = √𝑥2 ∗ 𝑦5
3

 

3. y= 𝑥2 

y = 1, z = 0, z = 1 

4. 1,044,01 

5. 𝑧 = 𝑒𝑥 tg 𝑦,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 – 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
.
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

6. Z = 𝑥2 ln 𝑦 + 5, где 𝑥 =
𝑢

𝑣
, y=uv 

7. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 25 

8. Z = 1 + 𝑥2 + 𝑦2, A (1,2) 

9. 𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 8𝑦 + 5 

10.  z = 2𝑥 + y - xy 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 4
0 ≤ 𝑦 ≤ 4

 

11. а) Z = 
𝑦

𝑥
 

б) u = 𝑥𝑦2 + 𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧,          𝑀0 (1,1,2) 

𝑒 = (2,-2,1) 
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Вариант 14 

 

1. z = √4𝑦−𝑥2 

2. z = 
𝑦−2𝑥

𝑥+2𝑦
 

3. y= 𝑥2 

y = 4, z = 0, z = 2 

4. 2,042 ∗ ln 0,98 

5. 𝑧 =  𝑒𝑥𝑦 ,    𝑥2 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 - 𝑦2 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 = 0 

6. 𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦, где x = sin 𝑡, y = 𝑒𝑡 

7. xyz = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

8. 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1,   𝐴 (1,2,2) 

9. z = 3𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 + 1 

10.  z = 𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑥 − 𝑦 

Д:  {
𝑦 − 𝑥 ≤ 1
𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≥ 0

 

11. а) Z = 
𝑥

𝑦
 

б) u = xy + z + xyz,           𝑀0 (1,1, 1) 

𝑒 = (-2, 1, 2) 
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Вариант 15 

 

1. z = √4𝑥 − 𝑦2 

2. z = cos 𝑥 sin 𝑦 

3. 𝑥2 + 𝑦2 = 16 

x = 0, z = 3,  

4. 1,033 ∗ 0,992 

5. 𝑧 = √𝑥2 − 𝑦,    
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. Z = ln(𝑥2 + 𝑦2) , где 𝑥 =  𝑢2v; y=u – v  

7. 𝑥2 sin 𝑦 + 𝑦2 sin 𝑧 + 𝑧2 sin 𝑥 = 0 

8. 𝑥2 + 2𝑦2 − 4𝑧2 = 5,      A (1,2,1) 

9. 𝑧 =  2𝑥2 + 3𝑦2 − 𝑥 − 8𝑦 + 10 

10.  z = 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 4𝑦 + 2 

Д: {
1 ≤ 𝑥 ≤ 4
−3 ≤ 𝑦 ≤ 2

 

11. а) Z = √𝑥𝑦 

б) u = 𝑥𝑦2 + 𝑧2,         𝑀0 (1,2,1) 

𝑒 = (2,1,-2) 
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Вариант 16 

 

1. z = √𝑥2 − 9 + √16 − 𝑦2 

2. z = 
𝑥2−𝑦

𝑥2+𝑦
 

3. 𝑥2 + 𝑦2 = 9 

z = 0, z = 2,  

4. √8,032 + 6,042 

5. 𝑧 = 𝑒𝑦 tg 𝑥,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 - 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
*
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 = 0  

6. Z = 𝑥3 + 𝑦3 + 3𝑥𝑦 , где 𝑥 =  sin 2𝑡, y = 𝑒𝑡 

7. 𝑥𝑦𝑧 + ln(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) = 1 

8. 𝑧 =  𝑥2 − 𝑦2, A (1,1) 

9. 𝑧 =  𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 9𝑥 − 6𝑦 + 20 

10.  z = 𝑥2 + 2𝑦2 + 1 

Д: {
𝑥 + 𝑦 ≤ 3
𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0

 

11. а) Z = 
2−𝑥

𝑦
 

б) u = 𝑥𝑦 − 𝑧2,         𝑀0 (1,2,3) 

𝑒 = (2,-2,1) 
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Вариант 17 

 

1. z = √𝑥2 − 16 + √9 − 𝑦2 

2. U = 
𝑥2+𝑦3

𝑧
 

3. 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

x = 0, z = 1,  

4. √4,032 + 2,982 

5. 𝑧 = 𝑒𝑥 cos 𝑦 ;     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 + 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 = 0 

6. Z =5+ ln(𝑥2 − 𝑦2) , где 𝑥 =  𝑢𝑣2, y=u + v  

7. cos(5𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧) = 5𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 

8. 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2 = 1, A (1,1,1) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 + 5 

10.  z = 3 − 2𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 

Д: {
𝑦 ≤ 𝑥 

𝑥 ≤ 1, 𝑦 ≥ 0  
  

11. а) Z = 𝑥2𝑦 

б) u = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2,         𝑀0 (1,2,3) 

𝑒 = 𝑖 − 𝑗 + 𝑘 
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Вариант 18 

 

1. z = √𝑥2 − 4 + √4 − 𝑦2 

2. z = 
𝑥𝑦

𝑥+𝑦
 

3. 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

z = 0, z = 1,  

4. 0,973,01 

5. 𝑧 = 𝑥7 + 𝑦7 + 𝑥7 ∗ 𝑦7;     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
  

6. Z = 𝑥2𝑦 − 𝑦2𝑥, где 𝑥 =  𝑢 cos 𝑣; y=usin 𝑣  

7. 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧 = 0 

8. 4𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, A (√3,1,1) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 3 

10.  z = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 3 
0 ≤  𝑦 ≥ 3  

  

11. а) Z = x+𝑦 − 2 

б) u = x+𝑧2 + 𝑦2,          𝑀0 (2,1,1) 

𝑒 = −2𝑖 − 𝑗 − 𝑘 
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Вариант 19 

 

1. z = √𝑥2 − 1 + √1 − 𝑦2 

2. z = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑥

𝑦
 

3. 𝑧 =  √𝑥2 + 𝑦2 

z = 9 

4. 3,05𝑒0,09 

5. 𝑧 = ln(𝑥2 + 𝑦2),     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 + 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝑧
 =0 

6. Z = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦, где 𝑥 =  sin 𝑡 , y= 𝑒𝑡 

7. 𝑥2 − 2𝑦2 + 𝑧2 + 4𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 8 = 0 

8. 𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 = 5, A (2,-1,1) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥 + 4𝑦 + 5 

10.  z = 𝑥2 + 4𝑥𝑦 − 𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 

Д: 2x+3y=6, x=0, y=0  

11. а) Z = 
√𝑥

𝑦
 

б) u = 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦 + 𝑧2;          𝑀0 (1,1,-2) 

𝑒 = 2𝑗 − 2𝑘 
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Вариант 20 

 

1. z = √𝑦 − 𝑥 + √𝑥 + 𝑦 

2. z = 
𝑥2

𝑦2
 = 4x – 6y  

3. 𝑧 =  √𝑥2+𝑦2 

z = 4 

4. √4,022 + 2,972 

5. 𝑧 = ln
𝑥

𝑦
,    

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. Z = 𝑥𝑦 , где 𝑥 =  cos 𝑡 , y= sin 𝑡 

7. 𝑥𝑒𝑦 + 𝑦𝑒𝑧 + 𝑧𝑒𝑥 = 2 

8. 𝑧 = 2𝑥2 + 4𝑦2, A (2,1) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑥 − 4𝑦 + 2 

10.  z = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑦 + 1 

Д: x+y=-5, x=0, y=0  

11. а) Z = √𝑥2+𝑦2 

б) u = 𝑦(1 + 𝑥2) − 𝑧2,          𝑀0 (0,1,1) 

𝑙=̅ 2𝑖̅ + 𝑗̅ − 2𝑘̅ 

  



43 

 

Вариант 21 

 

1. z = √𝑥 − 𝑦 + √𝑥 + 𝑦 

2. z = 
𝑥𝑦

2𝑥−3𝑦
  

3. 𝑧 =  √𝑥2 + 𝑦2 

z = 1 

4. 
0,972

√1,02
 

5. 𝑧 = 𝑒
𝑥

𝑦,    y 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 - 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

6. Z = 
𝑥2

𝑦
, где 𝑥 =  √𝑢𝑣 , y = 

𝑢

𝑣
 

7. 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 = 2 

8. 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 21,     A (4,1,1) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 

10.  z = 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 𝑦 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 3 
0 ≤  𝑦 ≤ 2  

 

11. а) Z = xy 

б) u = x(y-z);          𝑀0 (-2,1,-1) 

e= 8𝑖̅ + 4𝑗̅ + 8𝑘̅ 
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Вариант 22 

 

1. z = √1 − 𝑥2 − 𝑦2  

2. z = ln(𝑥 + 𝑦) +𝑥3 + 𝑦2 

3. 𝑧 =  1 − 𝑥2 − 𝑦2 

z = 0 

4. √0,993 + 2,023 

5. 𝑧 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦 − 2𝑦3,     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. Z = 
𝑦

√𝑥
, где 𝑥 =  3𝑢 − 𝑣 , y = 𝑢2+v 

7. 𝑥√𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧√𝑥 = 9 

8. 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2, A (3,4,5) 

9. 𝑧 = 𝑥2−𝑦2 + 6𝑥 + 3𝑦 

10.  z = 𝑥2 + 𝑥𝑦 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
0 ≤  𝑦 ≤ 3  

 

11. а) Z = y – 2x  

б) u = x𝑦2z ,          𝑀0 (1,3,2) 

𝑒 =−𝑖̅ + 2𝑗̅ − 2𝑘̅ 
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Вариант 23 

 

1. z = √1 −
𝑥2

16
−
𝑦2

9
  

2. z = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 

3. 𝑧 =  4 − 𝑥2 − 𝑦2 

z = 0 

4. 0,993,04 

5. 𝑧 = 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2),     
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

6. Z = 
𝑥

√𝑦
, где 𝑥 =  4𝑢 + 𝑣 ; y = 𝑢 + 𝑣2 

7. 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 = 6 

8. 3𝑧 = 𝑥𝑦, A (3,3,3) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 3𝑥𝑦 − 6𝑦 

10.  z = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 

Д: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
0 ≤  𝑦 ≤ 2  

 

11. а) Z = 
𝑦

𝑥2
 

б) u = 𝑥2𝑦2z;          𝑀0 (1,1,2) 

𝑒 = 𝑖 ̅ + 2𝑗̅ − 2𝑘̅ 
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Вариант 24 

 

1. z = √1 −
𝑥2

9
−
𝑦2

16
  

2. z = yln(𝑥2 − 𝑦2) 

3. 𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2 

z = 4 

4. (0,99)2(2,02)3 

5. 𝑧 = 𝑒
𝑥

𝑦,    
𝜕𝑧

𝜕𝑥
−
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 + y 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 = 0 

6. Z = 𝑦3 ln 𝑥 , где 𝑥 =  
𝑢

𝑣
 , y = u+v 

7. 𝑥 cos 𝑦 +  𝑦 sin 𝑧 + zcos 𝑥 = 1 

8. 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2, A (2,1) 

9. 𝑧 = 3𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 

10.  z = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 + 4𝑥 

Д: {
𝑥 + 𝑦 + 2 ≥ 0 
𝑥 ≤  0, 𝑦  ≤  0

 

11. а) Z = 
𝑦

√𝑥
 

б) u = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦𝑧,          𝑀0 (1,-1,2) 

𝑒 =4𝑖̅ + 4𝑗̅ + 2𝑘̅ 
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Вариант 25 

 

1. z = √1 −
𝑥2

4
−
𝑦2

25
  

2. z = xln(𝑥2 + 𝑦2) 

3. 𝑧 =  𝑥2 + 𝑦2 

z = 1 

4. 1,02 ∗ 2,032 

5. 𝑢 = 𝑒−2𝑡 sin 𝑥,   
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 2 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
  

6. Z = 𝑥2 ln 𝑦 , где 𝑥 =  𝑢𝑣 , y = u + v 

7. 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 = 0 

8. 4𝑥2 − 𝑦2 + 8𝑧2 = 16, A (2,4,√2) 

9. 𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 

10.  z = 6𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 + 4 

Д: {
𝑥 + 𝑦 ≤ 1 

𝑥 ≥  0, 𝑦  ≥  0
 

11. а) Z = 𝑥2 + 𝑦2 

б) u = 𝑥 + √𝑦2 + 𝑧2;          𝑀0 (1,-3,4) 

𝑒 =−2𝑖̅ + 𝑗̅ + 2𝑘̅ 
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